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I. rész

Els6 télév



1. fejezet

Bevezetd

1.1. Néhany topolégiai tétel eloljaré6ban

Az ebben a fejezetben bemutatésra keriils tételek logikailag inkabb illenének ezen jegyzet késGbbi lapjaira. Ezen
témak elérehozasanak az a célja, hogy felvillantsdk a topologia kérdésfeltevéseit és néhény érdekes eredményét.
Mindezzel azt szeretnénk megel6zni, hogy az olvasé a kezdeti nehézségektdl megriadva még azel6tt hagyja abba
a jegyzet olvasasat, hogy bepillanthatna a topolégia szépségeibe, azt gondolvan, hogy a topolégia egészének
természete olyan sok technikai nehézséget rejt, mint az alapfogalmak, a ,topoldgia nyelvének” bevezetését tar-
talmazoé szakaszok. Annak oka, hogy a logikus felépitést elkeriilve lehetséges néhany tétel kimondésa, az, hogy
ezen allitdsok megfogalmazhatok és megoldhatok a tobbdimenzios valds analizis és geometria eszkoztardval —
amelynek ismeretét az olvasérdl ezen fejezetben feltételezziik. Lassuk tehat, milyen kérdésekkel foglalkozik a
topologia.

Meg lehet-e fésiilni egy stindisznot? A valos probléma kisérleti megoldésa helyett adjunk matematikai modellt
problémankra. Jeldljiik S2-vel a gdmbfeliiletet, vagyis a kovetkezd halmazt:

§2={z| xR, |lal| = 1}.

A gombfeliilet minden pontjabol induljon ki egy egységvektor — méghozza koveteljiik meg, hogy minden ilyen
vektor legyen a kezd&pontjaban S2-hoz fektetett érintGsikban. Természetesnek tiinik megktvetelni, hogy gém-
biink —a siindiszn6 — ne legyen nagyon kocos, vagyis az érintGvektorok minden pontban folytonosak legyenek.
Vilagos, hogy még egyszertibben is megfogalmazhatjuk a feladatot, a kovetkezGképpen: 1étezik-e egy v folytonos
leképezés S2-bol S2-be, melyre igaz, hogy minden x € S?-re x merdleges v(x)-re?

Most, hogy megfogalmaztuk tisztdn matematikailag a problémat, felvetédik a kérdés egy természetes altala-
nositasa. Vajon meg lehet-e fésiilni a téruszt vagy a ,kengyelfeliiletet”? (A toérusz és kengyelfeliilet leirasat lasd
a alfejezetben.)

A valasz kérdéseinkre az, hogy a gémbot nem lehet megfésiilni (ezt nemsokara be is bizonyitjuk), a to-
ruszt igen (az olvaso konnyen megkonstruéalhat egy lehetséges fésiilést), mig a kengyelfeliiletet nem. Ez utébbi
eredmény nem konnyt; a tétel adja meg erre a kérdésre a valaszt.

Most térjiink ra a ,siindiszné tétel” bizonyitdsahoz sziikséges fogalmak bevezetésére.

1.1.1. definici6é. Legyen A C R™. Egy A — R™ folytonos fiiggvényt az A-n értelmezett vektormezdnek
neveziink.

Tekintsiik az S = {z € R? | ||z|| = 1} korvonalat, és ezen egy v: S — R? vektormezst, amelyik sehol
sem veszi fel a 0 értéket. Legyenek xg,z1,...,2, = x¢ pontok a kéroén olyan strtn, hogy az x; és x;41 altal
meghatarozott (révidebbik) iv barmely két pontjahoz rendelt vektorok szoge legyen kisebb 7/2-nél.

1.1.2. definicié. A v: S' — R2 — {0} vektormez6 k, koriilforduldsi szaimdnak mondjuk a kivetkezs kifejezés

értékét: .
Zi:o (v(z3),v(wiv1))Z )

ky, =
2




A koriilfordulési szam joldefinialt, az értéke nem fiigg az x; osztopontok megvilasztasatol. Valoban, elGszor
tegyiik fel, hogy az x;x;41 iven felvesziink még egy y pontot. Ekkor az [I.1.2] definiciéban szereplS Osszeg
egyik tagjat, (v(x;),v(ziy1))Z-et, kicseréltiik a vele megegyezd (v(z;),y)Z + (y,v(xir1)) L kéttagn Ssszegre. Igy
az ri,...,x, osztopontokhoz tartozo Gsszeg ugyanaz, mint az x1, ..., %, Y, Tit1,- . - , Ty 05ztOpontokhoz tartozd
Osszeg. Ebbdl teljes indukcioval kdvetkezik, hogy az definiciébeli 6sszeg nem valtozik attél, ha az x1,...,z,
felosztast véges sok pont hozzavételével finomitjuk. Mivel barmely két felosztasnak létezik kozos finomitasa, igy
a koriilfordulasi szam értéke valoban fliggetlen az osztopontok (a feltételeknek megfelels) megvalasztasatol.

A szbgeket modulo 27 tekintve azt kapjuk, hogy a definiciobeli 6sszeg 0 modulo 27, tehat a koriilfor-
dulési szam értéke egész szam.

1.1.3. példa. A konnyebb megadas kedvéért képzeljiik a kort a komplex szamsik egységkorének. Ekkor a
v(2) = z és a v(2) = iz vektormezdk koriilfordulasi szama 1. A v(z) = 22 vektormezd koriilfordulasi szama 2,
és altalaban a v(z) = 2™ vektormez6é pedig n. Az olvasonak ajanljuk ezen vektormezgk felvazolasat.

1.1.4. feladat. (a) Legyen két v; és vg: ST — R? — {0} vektormez§ olyan, hogy tetszéleges x € S'-re a vy (x)
és vo(x) altal bezart szog legfeljebb /2. Ekkor vy és ve koriilfordulési szama megegyezik.

(b) Tekintsiink egy D?-en értelmezett sehol sem nulla v vektormezét. Lassuk be, hogy létezik olyan e > 0, hogy
az S! = {z € D? | ||z|| = e}-re megszoritva a v vektormez§ koriilfordulési szédma 0.

E két feladat felhasznalasaval konnyen bebizonyithatjuk a kovetkezd lemmaét.

1.1.5. lemma. A D? kérlemezen értelmezett sehol sem nulla vektormez6 a kirlemez hatdrdra megszoritva 0
korilforduldsi szama vektormezdt hatdroz meg.

Bizonyitds. Legyen k(r) (0 < r < 1) az origé koriili » sugart korre valo megszoritas koriilfordulasi szama.
(Nyilvan tetsz6leges sugart korre értelmezhets a koriilfordulasi szam.) A k: (0,1] — Z egészértékd, folyto-
nos (ld. feladat) fiiggvény. Ezek szerint k konstans fiiggvény, melynek értéke a 0-hoz elég kozel 0 (1d.
feladat), igy k az azonosan nulla fiiggvény. Tehét k(1) = 0, amit bizonyitani kellett. O

1.1.6. lemma. Legyen a v €s vo: ST — R2 — {0} vektormezék kirilforduldsi szdma 0, és legyen u egy olyan
St — R? — {0} vektormezd, melyre u(x) felezi vi(x) és va(x) s26gét minden x € S*-re. Ekkor u kériilforduldsi
szama is 0.

Bizonyitds. Tekintsiink egy olyan z1,...,x, felbontast, mely mind a v1, mind a vs, mind az u vektormezdkre
nézve megfelels. Ekkor minden i = 1,...,n — 1 esetén fennall
1

5 (@) vi(@ipn)) 2 + (v2(23), v2(wi41))2) = (u(@:), u(@ig1)) 2

Ezeket 0sszegezve kapjuk a lemma, allitasat. 0
A lemmabol mar kénnyen megkaphaté a kdvetkez$ — tn. siindiszno-tétel — bizonyitasa:
1.1.7. tétel. (Siindiszno-tétel) Az S? gombfeliileten nem létezik sehol sem nulla érintd vektormezd.

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy v ilyen vektormezs. Vetitsiik a ,déli féltekét” az E ,@szaki sarkbol” az
segyenlits” sikjara, vagyis a déli felteke = pontjahoz rendeljiik hozza az egyenlité sikjanak és az Ex szakasznak a
metszéspontjat; legyen ez a vetités p. Vetitsiik tovabba a déli félteke pontjaihoz rendelt vektorokat (mindegyiket
az adott érintGsikba képzelve) szintén az egyenlits sikjara a kovetkezd modon: Az x € S? pontbeli v(z) vektornak
az a p(v(x)) vektor feleljen meg, mely p(z)-et koti Gssze az egyenlits sikjanak és az Ex szakasz v(z) menti
eltoltjanak metszetével. Vegyiik észre, hogy p(v(x)) nem lehet O-vektor. Az északi féltekén is definidlunk egy ¢
fliggvényt — ott a déli sarkbdl valé hasonlé vetités altal.

Tekintsiik az egyenlitét. Ott kaptunk két sehol sem 0 vektormezst: p(v(z)),q(v(z)) (z € St = egyenlits).
Mindkettd koriilfordulési szama 0, hiszen kiterjeszthetSk az egyenlits dltal hatéarolt korlapra (1d. fenti lemma).
Viszont minden z € S'-re szdgiiket felezi az S' érintGvektora (definicié szerint). Viszont ennek koriilfordulasi
szama, £1, és nem nulla, amivel ellentmondésra jutottunk. O



1.1.8. tétel (Az algebra alaptétele). Minden p(z) = 2™ + an_12"" 1 + ... + a1z + ag polinomnak van komplex
gyoke.

Bizonyitds. Legyen q(z) = p(z)—z" polinom. Mivel z” magasabb foka, mint g, igy létezik egy nagy R szam, hogy
az R-nél nagyobb(egyenls) abszolut értékd komplex szamokon |2"| > |q(z)| (példaul R > max{1, Z?Z_Ol la;|}
megfelel). Legyen az R sugart kéron vy (z) = 27, v2(2) = p(z) két vektormezs. Az elss sehol sem 0, és a mésodik
is sehol sem 0, hiszen |2"| > |q(2)]| teljesiil.

1.1.9. feladat. Felhasznalva, hogy |2"| > |¢(z)|, bizonyitsuk be, hogy v;(z) és vo(z) szdge minden z € St-re
kisebb, mint /2.

Tehat vy és vy koriilfordulasi szama egyenls. Mivel vy koriilfordulési szdma n, ezért vo koriilfordulasi szama
is n # 0, tehat nem terjedhet ki D? = {z € C | ||2|| < R} korlapra sehol sem 0 vektormezoként. Vagyis ezen a
korlapon van gyoke p-nek. O

1.1.10. tétel (Borsuk-Ulam tétel). Minden f: S* — R? folytonos figgvényre létezik x € S?, hogy f(x) =
f(=x).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f olyan fiiggvény, melyre f(x) # f(—x) minden z € S%-re. Legyen ekkor
(z) — f(=2)
f(=x)

||f( ) - '

g(z) = T

Ez a g: S — S! fiiggvény tehét olyan, hogy g(—2) = —g(z) (més széval ekvivarians). Azt fogjuk belatni,
hogy ilyen g nem létezik. Az S? egyenlit6 fokorére megszoritva g-t egy v: S* — S € R? — {0} vektormezét
kapunk.

Allitas: Ha v : S' — S' paratlan leképezés, azaz v(—z) = —v(z), akkor a koriilfordulasi szama pératlan.
Vegyiink egy olyan (kellen finom) x, . .., =, felosztasat a kor felsg félkorének, mely kielégiti a kortilfordulasi
szam definiciojaban szerepls feltételt v-re nézve. Ekkor az x,1x = —xx (K = 0,...,n) képlettel definidlhatjuk
az egész korvonal egy olyan felbontésat, mely alkalmas v koriilfordulési szamanak a kiszdmitasara. Ekkor
a Zz;é (v(zg), v(Tgy1))L Osszeg m-nek pératlan tobbszorose, mivel v(z,) = v(—xz9) = —v(z). Ugyanakkor
minden k =0,...,n — 1 esetén a v(xy) és v(xgs1) vektorok altal bezart szog megegyezik a v(x,1x) = —v(zk)
és v(Tpak+1) = —v(xgky1) vektorok dltal bezart szoggel, ezért
2n—1 n—1
D (@), v(@ren)) 2 =D (v(@r), v(@ri)) 2.
k=n k=0

A két oldal Gsszege, ami v koriilfordulasi szaménak 27w-szerese, igy 27 paratlan tobbszorose, ahogy allitottuk.
Allitas: A v vektormezé kiterjed sehol sem eltiing vektormezéként a korlapra, igy koriilfordulasi szama 0.
Ez nyilvanvalo, hiszen példaul a siindiszno-tétel bizonyitasdban szerepls p vetitését véve a gémbfeliilet déli
feltekéjének az egyenlits sikjara a gop~!: D? — S! fiiggvény kiterjeszti v-t.
A két allitas ellentmondésa adja a Borsuk-Ulam tétel bizonyitasat. g

1.1.11. tétel (Brouwer fixpont tétele). Minden f: D? — D? folytonos fiiggvénynek van fizpontja, vagyis olyan
x € D%, melyre v = f(z).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik olyan f: D? —s D2, melynek nincsen fixpontja. Ekkor tekinthetjiik a sehol
sem elting v: D? — R? — {0} vektormez6t, melyet = +— f(z) — = definial. Ezt a D? peremére megszoritva
tehat egy 0 koriilfordulasi szamu v vektormezdt kaptunk. Mésrészt viszont lathatod, hogy v(x) és —x hajlasszoge
minden x € S'-re kisebb, mint /2. Tehat koriilfordulasi szamuk megegyezik, ami ellentmondas. O

A tovabbiakban (bizonyitas nélkiil) felsorolunk még néhény hasonlé (ezen a ponton nehéz) kérdést, melyek
legtobbje tétel formajaban szerepelni fog a kurzusban.



1.2. Kérdések

. (15.2.1] tétel.) Meg lehet-e fésiilni a 4-dimenzios siindisznot?

—_

2. (Sonkéasszendvics probléma;[15.4.4]tétel.) Adott a sikon két sikidom. Van-e olyan egyenes, mely mindkettd
teriiletét felezi?

3. (3-dimenzids sonkasszendvics probléma; [15.4.4] tétel.) Adott a térben harom test. Van-e olyan sik, mely
mindharom térfogatat felezi?

4. (n-dimenziés Borsuk-Ulam tétel; [15.4.1] tétel.) Adott egy f: S™ — R™ folytonos fliggvény. Bizonyitsuk
be, hogy létezik = € S™, melyre f(x) = f(—z).

5. (n-dimenziés Brouwer fixpont tétel.) Bizonyitsuk be, hogy minden f: D™ — D™ folytonos fiiggvénynek
van fixpontja.

6. (Borsuk tétel; [14.2.8] tétel.) Mutassuk meg, hogy nem létezik D? — S! folytonos leképezés, mely a
peremre megszoritva az identitéas.

7. Létezik-e S3-on sehol sem 0 érint6 vektormezs?
8. Létezik-e S?"*1-en sehol sem 0 érint§ vektormezs?
9. tétel.) Létezik-e S?"-en sehol sem 0 érint6 vektormezs?
10. Létezik-e S3-on két olyan érint6 vektormezs, melyek minden pontban linearisan fiiggetlenek?

11. (15.2.7 kévetkezmény.) Minden f: S? — S? folytonos fiiggvényre létezik # € S?, hogy vagy = = f(z),
vagy —x = f(z) teljesiil.

12. Létezik-e S%-n ,£rint6 egyenesmezs™?

1.3. Topolégiai alapfogalmak

1.8.1. definicié. Az (X, Q) part topoldgikus térnek nevezziik, ha X tetsz6leges halmaz, QO C P(X), és igazak
rajuk a kovetkezs axiomak:

(1) e, X €Q,
(2) U, € 2 (€ A) esetén UyeaU, € 2 tetszbleges A indexhalmazra,
(3) Uy,Us,...,U, € Qesetén NI U; € Q.
Gyakran X-et magét topolégikus térnek mondjuk, melybe beleértjiik, hogy X-en adott egy €2 topologia’.

1.3.2. definicié. Az U C X részhalmazt nyiltnak nevezziik, ha U € Q. Az B C X részhalmaz zdrt, ha az
X — B komplementer nyilt.

A zért halmazok rendszerérdl (melyet nevezziink '-nek) megallapithatjuk a kovetkezsket:
1)y e, X e,
(2)) Bo eV = QQABQ € ) tetszbleges A indexhalmazra,
(3) B1,Ba,...,B, € = UL B, €.

A nyilt halmazok rendszere tehét tetsz6leges uniora, és véges metszetre ,zart”, mig a zart halmazok rendszere
véges unioéra és tetszGleges metszetre zart. Nyilvanvald, hogy a topologikus struktirat megadhatjuk a zéart
halmazok rendszerével is.



1.3.3. példak. Legyen X tetsz6leges halmaz és Q = { X, 0}. Ezt a teret antidiszkrét topologikus térnek hivjuk.
Legyen X tetszleges halmaz és Q = P(X). Ezt a teret diszkrét topologikus térnek hivjuk.
Legyen X tetszoleges végtelen halmaz és dlljon Q) a véges halmazokbol és az egész térbol. Ez a kovéges topologia.

1.3.4. definicié. Az X halmazon bevezethets topologikus strukturakon létezik egy természetes részbenrende-
zés: az Q topologikus strukturat finomabbnak (vagy erdsebbnek, bévebbnek) mondjuk az Qs-nél, ha Qs C Q; C
P(X). Ilyenkor azt mondjuk, hogy Qo durvdbb (vagy gyengébb, szikebb), mint ;.

Nyilvan a diszkrét topologia a legerdsebb és az antidiszkrét topologia a leggyengébb az adott halmazon
adhato topolégidk kozott.

1.3.5. definici6. Legyen z € X. Az z pont kérnyezetének mondjuk az U C X halmazt, ha létezik V' nyilt
halmaz (azaz V € Q), melyre x € V C U. Legyen A C X. Az A belsd részén értjilk — és int A-val jeloljitk —
az A-ban fekvd nyilt halmazok uniojat. Az x € A az A belsd pontja, ha x € int A.

Mivel nyilt halmazok unidja nyilt, igy int A is nyilt, tehat nyilvan int A az A-ban fekvd legbGvebb nyilt
halmaz. Koénnyen belathatd tovabba, hogy z € int A ekvivalens azzal, hogy létezik olyan U nyilt halmaz, melyre
x € U C A, vagyis, hogy A kornyezete x-nek.

1.3.6. definicié. Az A C X részhalmaz lezdrdsa az A-t tartalmazé zart halmazok metszete. Jelolje ezt A.

Mivel zart halmazok metszete zart, igy A is zart, vagyis A-t definislhatjuk az A-t tartalmazé legsziikebb
zart halmazként is.

1.3.7. allitas. = € A akkor és csakis akkor, ha x minden kirnyezetének A-val vett metszete nem fires.

Bizonyitds. Az allitast indirekt bizonyitjuk: legyen tehat y ¢ A. Ez ekvivalens azzal, hogy létezik egy F zart
halmaz, mely tartalmazza A-t, de nem tartalmazza y-t. Ez viszont ekvivalens azzal, hogy létezik egy U nyilt
halmaz, mely tartalmazza y-t, de nem metszi A-t (tudniillik X — F). O

1.3.8. definicié. Az z € X pont az A C X halmaz torléddsi pontja, ha x minden kdrnyezete tartalmazza A
végtelen sok pontjat. Az x € X pont az A C X halmaz hatdrpontja, ha x minden kérnyezete metszi mind A-t,
mind X — A-t. Az A halmaz hatdra legyen az A hatarpontjainak Osszessége; ezt a halmazt jeloljiik 0A-val. Az
A halmaz kilsd pontjainak nevezziik azokat a pontokat, melyeknek létezik olyan kornyezete, mely nem metszi
A-t. A kiils6 pontok halmaza legyen ext A.

1.3.9. allitas. Az AN (X — A) halmaz megegyezik A hatdrdval, tovibbd 0A = O(X — A). O

Kénnyen igazolhat6, hogy ext A = int (X — A), A = int A U A, valamint hogy az X topologikus tér
felbomlik az X = int AU QA Uext A diszjunkt uniora.

Legyen adott egy X topologikus tér, és definidljuk az f: P(X) — P(X) fiiggvényt az A > A operéacio
segitségével. Erre a fliggvényre igazak a kovetkezd tulajdonsagok:

@ f0) =
(I) A C f(A),
() f(f(A)) = f(A),
) f(AUB) = f(A)U f(B).

Ez az allitas forditva is igaz, vagyis:

(v

1.3.10. tétel. Ha adott egy X halmaz és egy f: P(X) — P(X) fiiggvény a fenti (I) — (IV) tulajdonsdgokkal,
akkor létezik egyértelmien egy topoldgia X-en melyre nézve f(A) = A.



Bizonyitds. Eloszor a létezést bizonyitjuk. Legyen ' = {A € P(X) | A = f(A)} a zart halmazok halmaza.
Ellendrizziik a zart halmazokra kirott feltételeket. Az () € ' (I) szerint teljesiil, és X € Q' is teljesiil, hiszen
X C f(X) C X igaz (II) szerint. A (IV) tulajdonsagbol konnyen levezetheté az Gn. monotonitas: ha A C B,
akkor f(A) C f(B). Legyenek most A,-k olyanok, hogy f(A,) = Aa, a € I. Tetszdleges o € I esetén nyilvan
NaAa C Aa,. Ebb6l a monotonitas miatt f(NaA) C Aay = f(Aay)- Vagyis NaAda C f(Nada) C NapAay- 1gy
az f(NaAa) = Na A, éllitast belattuk. Mar csak az van hatra, hogy belassuk, hogy Q' véges uniéra zart. Exzt
elég két halmaz unidjara belatni (s a tobbire indukcioval kovetkeztetni). Legyen tehat f(A) = A és f(B) = B.
Ekkor f(AUB) = f(A) U f(B) = AU B. Ezzel az axiéméakat ellendriztiik.

1.3.11. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az Q' altal definialt topolégiaban f megegyezik a lezaras-operacioval.

Be kell még latni a topolégia unicitasat. Ez nyilvanvald, hiszen ha f a lezaras-operacié valamely topolégiara
nézve, akkor a fenti Q’-beli elemeknek zartaknak kell lenni, és minden zartra igaznak kell lennie, hogy az 6
f-képe 6nmaga. Ezzel a tétel allitasat belattuk. O

1.3.12. definicié. Egy ¥ C Q halmazrendszer az (X,Q) tér bdzisa, ha minden nyilt halmaz elgall X-beliek
(tetszoleges szamossagi) unidjaként.

pont esetén létezzen olyan V € X, melyre x € V C U teljesiil.

1.8.13. tétel. Legyen X egy halmaz. A ¥ C P(X) halmazrendszer pontosan akkor lehet egy X -en értelmezett
topologia bdzisa, ha X-beli halmazok tetszdleges véges metszete elddll X-beli halmazok unidjaként, valamint X
elddll X-beliek unidjaként.

Bizonyitds. Ha X egy topologia bézisa, akkor X-beliek véges metszete nyilt, igy az el6all X-beliek unidjaként.
A forditott irdnyhoz definialjuk az

Q={U|U=U,U, , ahol U, € X}
halmazrendszert. Ellenérizziik, hogy € egy X-en értelmezett topologia nyilt halmazainak rendszere:
e () € Q, mert az iires uni6 adja. X € ), mert a feltétel szerint X el6all 3-beli halmazok uniéjaként.

o Az nyilvanvalo, hogy ) zart az unidképzésre.

e Legyen U() = UaeAiUC(f), i=1,...,n, véges sok -beli halmaz az U(Sf) € Y halmazok uniéjaként elGallitva.
Ekkor
n ) = o ( (1) <n>)
LU= g e U (U0 0T )

A zarojelben szerepls metszetek Y-beli halmazok véges metszetei, a feltétel szerint ezek mindegyike Y-beli
halmazok unidja, igy a teljes unio is Q-beli.

O

1.3.14. példa. Legyen (X, <) egy rendezett halmaz (példaul egy szamossig). Alljon ¥ a nyilt intervallumokbol
és a nyilt félegyenesekbdl. Az igy definialt topolégiat rendezéstopologianak hivjuk.

1.3.15. definici6. Legyen (X, ) topologikus tér. A ¥’ C © halmazrendszer eldbdzis, ha ¥'-beli halmazokbdl
képezett véges metszetek bazist alkotnak.

1.3.16. feladat. Legyen X egy halmaz. Tetszleges ¥’ C P(X) halmazrendszerhez, melyre UyesyU = X
teljesiil, 1étezik olyan topologia, melyre ¥ a topologia el6bazisa.

Legyen most (X, p) egy metrikus tér. Emlékeztetsil: az X halmazon a p : X x X — [0,00) fliggvény egy
metrika, ha

* p(z,y) =0 x=y;



e p(x,y) = p(y,z) minden z,y € X esetén; és
o p(x,2) < p(z,y) + p(y, z) minden z,y, z € X esetén.

A D(a,r) = {z € X | p(a,x) < r} halmazt az a kézéppontu, r sugart (nyilt) golyénak, mig az S(a,r) = {z €
X | p(a,z) = r} halmazt az a kézéppontt, r sugart gomb(feliilet)nek nevezziik.

1.3.17. tétel. X-en a nyilt golyok egy topologia bazisdt alkotjdk.

Bizonyitds. Azt kell ellendrizniink, hogy golyok véges metszete elgall golyok unidjaként. Tekintsiik a D(a;,7;)
golyok metszetét. Legyen ennek egy pontja x. Definicié szerint p(a;,z) < r;. Ekkor léteznek olyan e; pozitiv
szdmok, melyekre p(a;, z) < r; — &; teljesiil. Legyen e(x) < ¢; minden 4-re (mivel véges sok gdmb metszetérsl

van sz0, valaszthato pozitiv (z)). Kénnyen belathaté — a p-ra teljesiils haromszog-egyenlétlenséghsl —, hogy
D(z,e(x)) C D(a;,r;) minden i-re. Az Osszes © € N;D(a;,r;)-re igy definialt D(z,e(x)) golyok unidja tehat
éppen N;D(a;, ;). O

1.3.18. definicidé. Az (X, p) metrikus tér nyilt golyoi (mint bézis) altal meghatéarozott topologia nyilt halmazait
jeloljiikk Q,-val. Az (X, Q) topologikus tér metrizalhatd, ha létezik olyan p metrika X-en, melyre Q, = Q.

1.3.19. feladat. Mutassunk nem metrizalhaté topologikus teret.
1.3.20. példa. R"-en a szokasos euklideszi metrika altal definialt topolégiat euklideszi topoldgidanak nevezziik.

Térjiink vissza altalanos topologikus terekre. Legyen A C X, és Q4 ={V C A |V = ANU valamely U €
Q-ra}. Konnyen belathato, hogy (A,Q4) egy topologikus tér. Ezt a teret X alterének nevezziikk. Ha most egy
A-beli halmaz lezarasarol beszéliink, akkor ezt érthetjiik A-ban és X-ben is, hiszen mindketts topologikus tér.
Ezeket megkiilonboztetends, felsé indexbe odairjuk, hogy melyik térben zarjuk le a halmazt.

1.3.21. feladat. (a) Lassuk be, hogy egy B C A halmazra B na=B"

(b) Igazoljuk, hogy nyilt altér nyilt részhalmaza nyilt, és hogy zart altér zart részhalmaza zért.

értjiik.
Az altér-konstrukcion kiviill még egy egyszerd konstrukciot mutatunk topologikus terekre. Az (X, Q) és

az (Y, 1) terek diszjunkt unidja az a topologikus tér, melynek alaphalmaza X és YV diszjunkt unidja, a nyilt
halmazok rendszere pedig {UUV | U € 2,V € 7}. (Annak ellendrzése, hogy ez valoban jo definicio, nyilvanvalo.)

1.3.23. definicié. Legyenek (X,Q) és (Y, 7) topologikus terek. Egy f: X — Y leképezésrdl azt mondjuk,
hogy folytonos, ha minden (Y-beli) nyilt halmaz Gsképe (X-ben) nyilt.

1.3.24. példa. Minden f: X — Y fiiggvény folytonos, ha vagy X diszkrét, vagy Y antidiszkrét topologikus
tér. Az idx: (X,Q1) — (X, Q) fliggvény pontosan akkor folytonos, ha €1 bGvebb topologia, mint .

(1) létezik egy bdzis Y -ban, melynek minden elemének ésképe nyilt;

(2) létezik egy elébdzis Y -ban, melynek minden elemének Gsképe nyilt;

(8) minden Y -beli zdrt halmaz dse zdrt.

Bizonyitdas. Mindharom &llitas konnyen lathat6é az alabbi nyilvanvalé halmazelméleti azonosségok felhasznéla-
saval:



1.3.26. allitas. Az f: X — Y fiigguény akkor és csak akkor folytonos, ha minden A C X-re f(A) C f(A).

Bizonyitds. Ha f folytonos, akkor azt kell belatnunk, hogy f(A) C f(A). Ehhez elég azt belatni, hogy A C
f~1(f(A)). Ebben a kifejezésben a jobboldal nyilvan tartalmazza A-t és zart (hiszen egy zért halmaz &sképe).
Tehat definici6 szerint tartalmazza a baloldalt.

A masik irdny bizonyitésahoz azt kell beldtnunk, hogy egy Z zart halmaz Gsképe is zart. Legyen f~1(Z) = A.
Ekkor tudjuk, hogy f(A) C f(A) = Z, tehat A C f~1(Z) = A. Ebb6l pedig kivetkezik, hogy A zért. a

is folytonos. Hiszen ha f: X — Y és g: Y — Z folytonos, akkor egy Z-beli A nyilt halmaz &sképe g o f-nél
megegyezik (g7 1(A))-val, vagyis valéban nyilt (felhasznélva, hogy f és g folytonos).

1.3.27. definici6é. Egy f: X — Y fiiggvény az & € X pontban folytonos, ha f(x) minden V kornyezetéhez
talalhato x egy olyan U kornyezete, hogy f(U) C V.

1.3.28. feladat. Egy fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha minden pontban folytonos.

R™-en (vagy annak alterein) az euklideszi topologiat tekintjik.

1.3.30. definicié. Egy f: X — Y leképezés injekcid, ha minden Y-beli pontnak legfeljebb egy Gsképe van,
sziirjekcio (raképezés), ha minden Y-beli pontnak van Gsképe, bijekcid (kolcsonosen egyértelmt), ha minden Y-
beli pontnak pontosan egy 6sképe van X-ben (vagyis pontosan akkor, ha injekcié és sziirjekcio). Egy bijekcionak
tehét van inverzfigguénye (inverze), melyet f~!-gyel jeloliink.

Ha f egy folytonos bijekci6 és f~! is folytonos, akkor f-et homeomorfizmusnak nevezziik. Az X tér homeo-
morf az Y térrel, ha létezik f: X — Y homeomorfizmus.

kovetkezik abbdl, hogy f folytonos bijekci6. Tekintsiik példdul az f: [0,27) — S*, t +— (cost,sint) fiiggvényt.
(Az értelmezési tartoményt és az értékkészletet, mint a szdmegyenes ill. a sik alterét tekintjiik, melyeken adott
a metrikus topologia.) Mutassuk meg, hogy ez az f fiiggvény folytonos bijekcid, de inverze nem folytonos.

1.3.32. allitas. Homeomorfizmusok kompozicidja is homeomorfizmus. Ha X homeomorf Y -nal, akkor Y is
homeomorf X -szel. Minden tér homeomorf dnmagdval. O

1.3.33. definicié. Ha X egy topologikus tér, akkor egy a: N — X leképezést sorozatnak neveziink. Az n € N
szam képét jeloljiik a,-nel, magat a sorozatot pedig (a,,)-nel.

Az (an) X-beli sorozat az zo € X ponthoz konvergdl (lima, = xo vagy a, — o), ha z¢ minden U
koérnyezetére létezik olyan ng kiiszébindex, hogy n > ng esetén a,, € U. Ilyenkor x( a sorozat (egyik) hatdrértéke.
Ha egy sorozat konvergal, akkor konvergens, ha nem, akkor divergens.

1.3.34. példa. Tekintsiik az (1) sorozatot a szémegyenesen. Ez konvergens, egyetlen hatérértéke van, a 0.
Tekintsiik ugyanezt a sorozatot a (0, 1] intervallumon. Itt ez a sorozat divergens. Tekintsiik az (n) sorozatot a
szamegyenesen, melyen a topologia legyen az példaban szerepl topologia. Itt ez a sorozat konvergens és
minden x € R pont a hatarértéke.
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2. fejezet

Szétvalaszthatosagl axiomak

2.1. Szétvalaszthatosagi axiémak

2.1.1. definici6é. Az X topologikus tér Tj-tér, ha minden a,b € X-re létezik olyan kérnyezete a-nak, mely
nem tartalmazza b-t. Ekvivalens definici6hoz jutunk, ha azt koveteljiikk meg, hogy X-ben az egyponti halmazok
zartak legyenek.

Az X topologikus tér Hausdorff-tér vagy Ta-tér, ha minden a # b, a, b € X-nek létezik U, és U, kornyezete
gy, hogy a € Uy, b€ Uy, és U, N U, = 0.

2.1.2. példa. Az antidiszkrét topologikus tér és az példaban szerepld tér nem Hausdorff-tér (ha | X| > 2).
2.1.3. allitas. Hausdorff-térben eqy sorozatnak legfeljebb egy hatdarértéke van.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy sorozatnak a és b is hatarértéke, és a # b. Ekkor léteznek olyan U, és U,
kornyezeteik, melyek metszete iires. Mivel mindketté hatarértéke a sorozatnak, igy léteznie kell n,, és ny,
kiiszobindexeknek, hogy ha n nagyobb mindketténél, akkor a sorozat n-edik eleme U,-ban és Uj-ben is benne
van, ez pedig ellentmondas. O

2.1.4. definici6é. Az X topologikus teret reguldrisnak nevezziik, ha minden a € X-re és minden olyan B C X
zart halmazra, melyre a ¢ B, 1éteznek U, és Up kornyezetei a-nak és B-nek, melyek diszjunktak.

Az X topologikus tér Ts-tér, ha Ti-tér és regularis.

Az X topologikus tér normdlis, ha barmely két A, B C X zart, diszjunkt halmaznak létezik Uy és Up
kornyezete, melyek diszjunktak. Az X topologikus tér T4-tér, ha Ti-tér és normaélis.

W C X halmazokra, melyekre A zdrt és W nyilt, létezzen egy U nyilt halmaz, melyre ACU CU C W.

Bizonyitds. W helyére X — B-t, B helyére X — W-t helyettesitve a két definici6 ekvivalencidjat kdnnyd igazolni.
(Gyakran ez utobbi (definialo) tulajdonsagot hasznaljuk.) O

2.1.6. feladat. (a) Mutassunk példat arra, hogy egy tér regularis, de nem T;-tér.
(b) Mutassunk példat arra, hogy egy tér normalis, de nem T;-tér.
2.1.7. allitas. Ha egy topologikus tér T;-tér, akkor T;_1-tér is (i = 2,3,4), vagyis Ty = Ts = To = Ty.

2.1.8. lemma (Uriszon). Ha X normdlis tér és A, B diszjunkt zdrt halmazok, akkor létezik olyan f: X — [0, 1]
folytonos fiiggvény, hogy fla =0 és f|p = 1.

Bizonyitds. Legyen Fy: = U nyilt halmaz, ahol A C Uy C Uy C X—B éslegyen F; = X —B. Definiélni fogunk
minden (0, 1]-beli r diadikus torthéz (4 alaka szdmhoz) egy F,. C X nyilt halmazt tgy, hogy ha r < s, akkor

F, C F, teljesiil. Felsoroljuk a diadikus térteket a kévetkezéképpen: %, i, %, %, ceey 2%, %, ceey 27;—;1, Q,L%, A
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és ezekhez sorra definidljuk F.-et ugy (hasznalva, hogy X normaélis tér), hogy ,illeszkedjen” az addig definialt
Fy-ek kozé: ha r az addig felsorolt kisebb nevezgji tortek koziil s és ¢ kdzé keriilt — igy r = % —, és mondjuk
s < t, akkor teljesiiljon

F,CF.CF,CF,.

Definidlhatjuk f-et az f(z) := inf{r | © € F,.} képlettel, illetve konstans 1-nek, ha = ¢ F,. egyetlen r-re sem.
Erre az f fiiggvényre nyilvan teljesiil, hogy f|la = 0 és f|p = 1. Most mér csak azt kell belatnunk, hogy
f folytonos. Ezt tigy tessziik, hogy bebizonyitjuk f~—!((—oo,s))-r6l, hogy nyilt és f~!((—o0, s])-r6l, hogy zért.
Ebbél ugyanis komplementerképzéssel kovetkezik, hogy minden f~1((s, 00)) nyilt, ilyenek metszetét véve pedig
az, hogy minden nyilt intervallum &se nyilt. Méarpedig a szamegyenesen a nyilt intervallumok béazis alkotnak,

igy az[1.3.25| allitas alapjan f folytonos.
Azt allitjuk, hogy f~1((—o0,s)) = L<J F.. Ezt bizonyitja a kdvetkezs gondolatmenet:

r€ fH(~00,8) & flx) <seinf{r|zecF}<ss
SIrg<szel,, Sze LgFr.

Masrészt azt allitjuk, hogy ha s < 1, akkor f~1((—o0, s]) = N, F,. Ehhez vegyiik észre, hogy az el6zéekhez
hasonléan:
z g fH(~00,8]) & flx)>seinf{r|zc F}>se

SIrog>scEF, SN Fr.

Azt kell tehat még belatnunk, hogy Ny~ F) = N,>sF,.. Ebbdl az egyik iranyt tartalmazas vildgos, mig a masik

iranyhoz vegyiik észre, hogy minden € > 0 diadikus szamra, melyre r + ¢ < 1 is teljesiil, F,. C F.i., és igy
Nr>sFr CNpssFrye. Mivel ez minden e-ra igaz, igy:

m7‘>sFr CNe>o Mr>s Fr+a = m7">sF1r-

Vagyis valéban belattuk, hogy f~1((—o0, s]) = N,>sF;.. Bebizonyitottuk tehat, hogy f~!((—oo,s)) nyilt, hiszen
nyilt halmazok uni6jaként all els, és hogy f~1((—oo,s]) zért, hiszen s < 1 esetén zéart halmazok metszete, s > 1
esetén pedig az egész X tér. Ezzel a tétel allitasat belattuk. 0

2.1.9. megjegyzés. Természetesen az Uriszon-lemmaban a [0, 1] intervallumot kicserélhetjiik egy tetszoleges
[a, b] intervallumra, a feltételek és az allitas értelemszerd modositasaval.

2.1.10. tétel (Tietze). Legyen adva egy X mormdlis tér egy zdrt A részhalmazdn egy f: A — R folytonos
fiiggvény. Ekkor f kiterjeszthetd X -re, vagyis létezik olyan F: X — R folytonos fiigguény, melyre F|4 = f.

A bizonyitas el6tt kimondunk még egy lemmat.

2.1.11. lemma. Legyen adva egy X normdlis tér egy zdrt A részhalmazdin egy f: A — [—c,c| folytonos
fligguény. Ekkor létezik olyan g: X — [—%c, %c] folytonos fiigguény, melyre |f(a) — g(a)| < %c teljesiil minden
a € A-ra.

Bizonyitds. Legyen A_ ={a € A| f(a) < —3c} és Ay ={a € A| f(a) > ic}. Ezek zart részhalmazai A-nak,
és igy X-nek is. Az Uriszon-lemma miatt létezik g: X — [—4c, 2] folytonos fiiggvény, melyre g[4, = +3c.
Ez a g fiiggvény megfelel a lemma kivanalmainak: A_-on f és g is a ¢ hosszi [—c, —%c| intervallumba esik,
A -on ugyanez teljesiil a [4c, c] intervallumra, A — (A_ U A )-on pedig a [—ic, +¢] intervallumra. O
Bizonyitds (2.1.10 tételé). Eloszor tegyiik fel, hogy f korlatos, vagyis |f| < c¢. (Ez utébbi felirdson azt értjiik,
hogy minden szobajohets z-re |f(z)| < c.) A fenti lemmat alkalmazva azt kapjuk, hogy létezik olyan

1 2
g: X — R, melyre |g| < gcés lf—g| < 3¢
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Legyen most f; = f — g: A — R. Ekkor ismét a lemmét alkalmazva létezik olyan
1 2 2 2
g1: X — R, melyre |g1| < 3 gcés Ifi—aqil < 37 3¢

Ugyanigy folytatjuk. Legyen f,, = fn—1 — gn—1. Ekkor létezik olyan

1 /2\" 2 (2\"
gn: X — R, melyre |g,| < 3 <3) cés|fn—gnl < 3 <3) c.
Az f = fy és g = go jeloléseket hasznalva igaz, hogy f, = f — Z?:_Ol gi- Legyen F' =" g;. Belatjuk, hogy ez
a folytonos fiiggvényekbdl &ll6 fiiggvénysor egyenletesen Cauchy konvergens és ezért (mint analizisbél ismeretes)
az Osszegfiiggvény létezik és folytonos. Valéban, minden i-re |g;| < % (%)Z, igy tetszOleges n < m hatarokra a

m m ml 2 i
|Z%|§Z|gi|§23<3>

i=n

becslés teljesiil. Mivel a >, 3 (%)l sor konvergens, teljesiti a Cauchy-kritériumot, tehat a >, g; sor is ugyan-
azokkal a (argumentumtol fiiggetlen) kiiszobindexekkel teljesiti a Cauchy-kritériumot.
Amit még be kell latnunk az az, hogy F|4 = f. Ez is nyilvanvaléan adodik a fenti becsléseinkbdl, hiszen

‘f—zgi — |fal < (;) ¢—0.

i=0
Ezzel az allitast bizonyitottuk arra az esetre, ha f korlatos.

Legyen most f nem korlatos fiiggvény. Rogzitsiink egy ¢: R — (—1, 1) homeomorfizmust (példaul %arctg).
Legyen f* = ¢ o f kompozici6. Erre az f* korlatos fliggvényre alkalmazhatjuk a bizonyités elsé részét, és azt
kapjuk, hogy létezik egy olyan F*: X — R fliggvény, amire F*|4 = f*. Kézenfekvs lenne azzal befejezni a
bizonyitast, hogy F = ¢~ ! o F* megfelel a tétel feltételeinek, de sajnos eléfordulhat, hogy F* felveszi a +1
értékeket, amik nincsenek benne ¢! értelmezési tartomanyaban.

Legyen B = {z € X | |F*(z)| > 1}. Ez zart halmaz és nyilvan diszjunkt A-t6l. Az Uriszon-lemma miatt
tehat létezik egy h: X — [0, 1] fiiggvény, melyre h|4 =1 és h|p = 0. Az F** = hF* fiiggvényre nyilvan igaz,
hogy |F**| < 1. Az F = ¢! o F** leképezés megfelel a tétel feltételeinek. O

2.1.12. megjegyzés. A Tietze-tétel feltételei kozott a zartsagi feltétel sziikséges, példaul a tg: (0,7/2) — R
fliggvény nem terjeszthet ki R — R folytonos fiiggvénnyé.

2.1.13. megjegyzés. A tétel bizonyitdsabol kiolvashato, hogy az F' leképezéstsl az is megkovetelhets, hogy
sup f =sup F és inf f = inf I teljesiiljon.

Térjlink at metrikus terek vizsgalatara.
2.1.14. allitas. Minden metrikus tér Hausdorff-tér.

Bizonyitds. Legyen az a és b pontok tavolsaga r. Ekkor a D(a,r/2) és D(b,r/2) nyilt halmazok szétvalasztjak
Gket. O

2.1.15. definicié. Egy (X, p) metrikus térben egy x pont és egy A halmaz tavolsagan a p(x, A) = inf,ca p(x,a)
szamot értjiik.

2.1.16. allitas. p(x, A) = 0 pontosan akkor, ha x € A.

Bizonyitds. Mindkét oldal ekvivalens azzal, hogy x minden kdrnyezete metszi A-t. O
2.1.17. allitas. Az X metrikus térben rogzitsik az A részhalmazt. Az x — p(x, A) képlettel megadott f: X —
R fiigguény folytonos.
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Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy |f(x) — f(y)| < p(x,y) minden z,y-ra. Legyen a € A. A haromszog-
egyenl&tlenség miatt

pla,z) — p(z,y) < pla,y) < pla,z) + p(z,y).
E kett6bdl kovetkezik, hogy

. B _ oy
inf pla,z) = p(z,y) < inf pla,y) < inf p(a, 2) + p(z,y).

Vagyis f(z) — p(z,y) < f(y) < f(z) + p(z,y), tehat |f(y) — f(z)| < p(z,y). O
2.1.18. tétel. Minden metrikus tér Ty-tér.

Bizonyitds. Legyenek A és B halmazok zartak az (X, p) metrikus térben, és legyenek f és g a kovetkezs6 X — R
fliggvények:
frae pla, A),

g: x> p(x, B).
Mivel A zart halmaz, igy f|a = 0 és f(b) > 0 minden b € B-re. Ugyanigy g|p = 0 és f(a) > 0 minden a € A-ra.
Ur={zeX | f(z)—g(x) <0},

Us = {o € X | f(z) - g(x) > 0}

diszjunkt nyilt halmazok (nyilt halmazok Gsképei a folytonos f — ¢ fiiggvénynél), és tartalmazzak A-t, illetve
B-t. O
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3. fejezet

Osszefiiggsség

3.1. Osszefiiggdség

3.1.1. definicié. Az X topologikus tér dsszefiiggd, ha részhalmazai kozil csak X-re és az lireshalmazra teljestil,
hogy mind zart, mind nyilt. Egy topologikus tér részhalmaza Gsszefiiggs, ha az altértopoldgidban Gsszefiiggd.

3.1.2. allitas. Az dsszefiiggdség ekvivalens definicidja a kivetkezd: X dsszefiiggd, ha az X = U UV diszjunkt,
nyilt halmazokra vald felbontdasban vagy U, vagy V iires. O

A kovetkezg allitas a Bolzano-tétel altalanositésa.
3.1.3. allitas. Ha eqy X tér dsszefiiggd, akkor minden f(X) folytonos képe is dsszefiiggd.
Bizonyitds. Az f(X) egy nyilt-zart részhalmazanak &sképe is nyilt-zért. O
3.1.4. definicié. Az X topologikus tér egy A részhalmaza siri, ha A = X.

3.1.5. allitas. Ha A eqy dsszefiiggd részhalmaza X -nek, akkor A is dsszefiiggs. Sét, minden A C B C A
részhalmaz is dsszefiiggd.

Bizonyitds. Elég azt bizonyitani, hogy ha A C X 0sszefiiggsé halmaz stird X-ben, akkor X is tsszefliggd (az
eredeti allitast ebbdl az X = B behelyettesitéssel kapjuk). Tegyiik fel, hogy X = U UV, ahol U és V diszjunkt
nyilt halmazok. Ekkor az

A=(ANTU)UANYV)

az A-nak felbontasa diszjunkt nyilt halmazokra. Tehat példaul AN U = (). Ez viszont A stirtisége miatt azt
jelenti, hogy U fires. O

3.1.6. allitas. Kozds ponttal biré dsszefiiggd halmazok egyesitése is Gsszefiiggd. Sot, ha néhdny dsszefliggd
halmazrdl igaz, hogy a pdronkénti metszeteik nem tresek, akkor egyesitésiik is 0sszefiiggd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy valamilyen indexhalmazra A, C X Osszefiiggs, és paronkénti metszeteik nem
iiresek. Jelolje A ezek egyesitését és legyen A egy diszjunkt (A-beli) nyilt halmazokra valé felbontasa U U V.
Minden a-ra igaz, hogy vagy A, C U vagy A, C V. Hiszen ha nem igy lenne, akkor (4, NU) U (A, NV)
egy meg nem engedett felbontasa lenne A,-nak (ti. nem-iires diszjunkt nyilt halmazokra valo felbontés lenne).
Mivel barmely két A,-nak van kozos pontja, igy az dsszes A,-nak vagy U-hoz, vagy V-hez kell tartoznia. Tehét
a mésik iireshalmaz. 0

3.1.7. allitas. A wvalds szdmegyenes Osszefiiggd részhalmazai az intervallumok (beleértve az egyponti interval-
lumokat is).
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Bizonyitds. Csak az intervallumok lehetnek Gsszefiiggék. Valoéban, ha egy A részhalmaz nem intervallum, akkor
létezik olyan ¢ szdm, mely nem eleme a halmaznak, de nila nagyobb és kisebb szdmok is elemei a halmaznak.
Ekkor az (AN (—o0,¢)) U (AN (c,4+00)) egy meg nem engedett felbontas lenne A-ra.

Maésrészt elég megmutatni, hogy az egységintervallum Osszefiiggs (akér zart, akar nyils, akar félig zart, félig
nyilt), hiszen minden nemelfajul6 intervallum homeomorf egy egységintervallummal. Tegyiik fel tehét, hogy
U UV egy felbontésa [0, 1]-nek. Legyen 0 € U és legyen a = inf V. Mivel U nyilt, igy a > 0. Ha a € U lenne,
akkor U nyiltsadga miatt a < inf V' lenne. Viszont a € V sem lehet, mert nyilt halmaz nem tartalmazhatja az
infimumaét. O

3.1.8. kovetkezmény. R™ dsszefiiggd. Ha K C R™ csillagszerd — azaz van olyan x € K ,kézéppont”, melyre
minden y € K esetén az xy szakasz is K-ban van —, akkor dsszefiiggd.

3.1.9. allitas. Tetszdleges a € X -hez létezik eqy leghdvebb a-t tartalmazo dsszefiiggé halmaz X -ben.

Bizonyitds. Az
U{A C X | a € A és A Gsszefiiggs }

halmaz tartalmazza a-t és Osszefiiggs (lasd a allitast). O
3.1.10. definicié. Az X topologikus tér maximalis Gsszefliggs részhalmazait X komponenseinek nevezzik.

3.1.12. megjegyzés. Hivjuk az =,y € X pontokat ekvivalensnek, ha létezik olyan Gsszefiiggé halmaz, mely
tartalmazza mindkett6t. Megmutathato, hogy ez a relacié ekvivalenciarelacid. A megfelels ekvivalenciaosztalyok
pontosan X komponensei.

3.1.13. allitas. Minden K komponens zdrt halmaz.
Bizonyitds. Mivel K is tsszefiiggs, K maximalitdsa miatt K = K. d

3.1.14. megjegyzés. Ha véges sok komponens van, akkor ebbdl nyilvan kévetkezik, hogy a komponensek nyilt
halmazok is — hiszen ekkor egy nyilt halmaz véges sok zart halmaz uni6janak komplementere. Altaladban ez
azonban nem igaz: példaul a racionélis szamok terében (a szamegyenesrdl orokolt topoldgiaban) vagy a Cantor-
halmazban az egypontu halmazok a komponensek (hiszen ezek a terek nem tartalmaznak nemelfajuléd szakaszt)
— és ezek nem nyiltak.

Az X teret totdlisan osszefiiggéstelennek nevezziik, ha komponensei az egypontt halmazok. Totalisan Ossze-
fliggéstelen tehét egy tetszdleges diszkrét tér, a Q és a Cantor-halmaz is.
3.2. Utak, ttszeri Osszefiiggdség

3.2.1. definicié. Az X topologikus tér egy utjdnak (palyajanak, folytonos gorbéjének) neveziink egy f: [0,1] —
X folytonos leképezést. Az f ut kezddpontja f(0), végpontja f(1). Az f ut hurok, ha f(0) = f(1).

3.2.2. definicié. Amennyiben f(1) = g(0), akkor definialjuk f és g utak f * g szorzatdt a kovetkezSképpen:

)t f(2) ha
f>kg(t)_{t»—>g(2t—1) ha

= O
— ol

)

IA A

<t
<t

A fenti definici6 korrektségéhez ellendrizni kell, hogy f * g valéban folytonos. A ¢t = 1/2 pont kivételével ez
mindenhol nyilvanvalo. A ¢t = 1/2 pontbeli folytonossag pedig kovetkezik az alabbi altalanosabb lemmabol:

3.2.3. lemma (Ragasztéasi lemma). Ha az X tér felbomlik az Fy U ... U F, zdrt halmazok (nem feltétlenil
diszjunkt) unidjdra, és eqy f: X — Y leképezés mindegyik F;-re megszoritva folytonos, akkor f folytonos.
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Bizonyitds. Azt fogjuk bizonyitani, hogy egy H C Y zart halmaz Gsképe zart:
f_l(H) = U;L:I (f|F¢)_1(H)a
ahol az i-edik tag zart Fj-ben, igy X-ben is. Véges sok zart halmaz egyesitése pedig zart. O

3.2.4. definicié. Az X tér dtszerden dsszefiiggd, ha barmely két pontja uttal Osszekdthets. (Vagyis van olyan
ut, melynek az adott két pont a kezdd-, ill. végpontja.)

3.2.5. allitas. Ha X dtszertden dsszefiiggd, akkor dsszefiiggd is.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy ¢ pontot X-ben. Barmely z € X 06sszekothets xg-val egy f, Gt mentén. Az f,
utak képhalmazai a [3.1.3] allitas kovetkeztében Osszefliggdk, és egyesitésiik az egész X tér. Emellett barmely
ketts metszete tartalmazza xo-t. Tehat X Osszefiiggs. 0

3.2.6. megjegyzés. A fenti allitas visszafelé nem igaz. Az

X = {(0,0)} U {(m,sin i) |z e (0, 1)}

3.2.7. allitas. Utszerden dsszefiiggd tér folytonos képe iitszerden sszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen yg és y; a képtér egy-egy pontja. Legyenek xg és x; ezek Gsképében. Az ezeket Gsszekots f
utat az adott folytonos fliggvénnyel komponalva egy yo-t y1-gyel 6sszekdts utat kapunk. O

3.2.8. definici6. Az X tér ttszeriden dsszefiiggd komponensei a maximélis utszertien Osszefiiggd halmazok.

P

Bizonyitas. Hivjuk az x és y pontokat ekvivalensnek, ha létezik ket 6sszekdts at. Megmutathato, hogy az igy
definialt relacio ekvivalenciarelacio. Ennek osztalyai pontosan az ttszertien Gsszefiiggé komponensek. O

Az utszerten Gsszefiiggd komponensek alkotta particié altaldban finomabb, mint a komponensek &ltal alko-
tott partici6. Néha azonban e kettd egybeesik.

3.2.10. allitds. Ha X dsszefiiggd és lokdlisan dtszerden dsszefiiggd (vagyis minden pontjanak van idtszerden
osszefiiggd kirnyezete), akkor X iitszerden dsszefiiggd.

Bizonyitds. A lokélis utszertien Osszefiiggéség miatt az utszertien Gsszefiiged komponensek nyiltak. Mivel az
utszertien Osszefiiggé komponensek egy particiét alkotnak, igy ebbdl az is kovetkezik, hogy e komponensek
zartak is. Ebbdl kévetkezik, hogy csak egyetlen ilyen komponens van, vagyis X utszertien Osszefiiggd. O

3.2.11. kovetkezmény. Ha az X tér lokdlisan itszerien dsszefiiggd, akkor az ttszerden dsszefiiggd komponen-
sek megegyeznek az dsszefiiggd komponensekkel.

3.2.12. példa. Az R™ nyilt alterei ilyen tulajdonsaguak.
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4. fejezet

Megszamlalhat6sagl axiomak

4.1. Megszamlalhatosagi axiomak

4.1.1. definicié. Egy X topologikus tér Ms-tér (azaz eleget tesz a masodik megszamlalhatoségl axidmanak),
ha létezik megszamlalhato bazisa.

4.1.2. példa. A diszkrét terek koziil pontosan a megszamlalhat6é alaphalmazuak ilyenek.

4.1.3. allitas. Az M, tulajdonsdg oroklédd, vagyis eqy Mo-tér barmely altere is My-tér.

Bizonyitds. Az altér metszetei a tér egy béazisaval az altér egy bazisat alkotjak. O
4.1.4. definici6é. Egy topologikus tér szepardbilis, ha van megszamlalhato sirid részhalmaza.

4.1.5. feladat. Adjunk példat, mely bizonyitja, hogy ez a tulajdonsidg nem 6roklgdik.

4.1.6. allitas. Minden Ms-tér szepardbilis.

Bizonyitds. Tekintsiink egy megszamlalhaté bézist, s ennek minden (nem-iires) B elemébdl véalasszunk egy
xp pontot. Ezek Osszessége stirt lesz, hiszen minden (nem-iires) nyilt halmaz tartalmaz egy (nem-iires) B
baziselemet,. O

4.1.7. megjegyzés. A forditott &llitds nem igaz. Létezik tér, mely szeparabilis, de nem My-tér. Példaul az
1.3.3| példaban szerepls kovéges topologia nem-megszdmlalhatoan végtelen X alaphalmazra szeparabilis (minden
végtelen részhalmaza stirt), de nem Ma-tér (barmely megszamlalhatoan sok z-et tartalmazé nyilt metszete nem-
megszamlalhato, igy z-en kiviil is tartalmaz legalabb egy y pontot; ekkor viszont y komplementere nyilt és nem
tartalmazza egyik kiindulé nyiltat sem).

4.1.8. tétel. Ha az (X, p) metrikus tér szepardbilis, akkor My-tér.

Bizonyitds. Legyen S egy megszémlalhato strt részhalmaza X-nek. A ¥ = {D(s,2) | s € S, n € N} halmaz-
rendszer egy megszamlalhatd bazis X-ben. Legyen ugyanis U egy nyilt halmaz, és x € U. Ekkor létezik olyan
n természetes szam, hogy D (z,1) C U. Mivel S siirti, igy D (2, 5 )-ben van S-beli s elem. A haromszog-

egyenlGtlenség miatt D (s, ﬁ) cD (1:, %) C U, tehat X valéban bézis. O

4.1.9. definicié. Egy X topologikus tér fedése egy olyan H C P(X) halmazrendszer, melyre igaz, hogy minden
x € X-re létezik olyan A € H, melyre x € A. Egy fedés nyilt /zart, ha elemei nyiltak /zartak.

4.1.10. tétel (Lindeldf). Egy Ms-tér minden nyilt fedésébdl kivdlaszthatd megszimldlhatd (nyilt) részfedés.
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Bizonyitds. Legyen H = {Ay}acy az X tér egy nyilt fedése. Ha X = {B;};en egy megszamlalhato bézis, akkor
minden A, elGéll A, = UB;, , alakban. Legyen

¥ = {B € X | B szerepel valamelyik A, fenti felbontasdban}.

Nyilvanvalo, hogy ¥’ megszdmlalhato nyilt fedés. Most minden B’ € Y'-hoz valasszunk egy A,-t, melyre
B’ C A,. Tlyen definici6 szerint létezik. Ezen A,-k Osszessége egy megszamlalhato részfedése H-nak. O

4.1.11. definicié. Legyen = egy X topologikus tér egy pontja. Az x kornyezeteinek egy {U,}acs halmazat x
kornyezetbdzisanak nevezziik, ha x minden V' kdrnyezetére létezik olyan j € J, hogy U; C V.

4.1.12. példa. Egy metrikus tér « pontjanak (megszédmldlhato) kornyezetbazisa a {D(z, %) | n € N} halmaz.
4.1.13. definici6é. Egy X topologikus tér M;-tér, ha minden pontnak van megszamlalhaté kérnyezetbazisa.

Ha ¥ bazis X-ben, akkor ¥, = {B € ¥ | € B} kornyezetbazisa z-nek. Igy minden Ma-tér egyben M;-tér
is. Forditva ellenben ez nem igaz: minden diszkrét tér M;, de a nem-megszamlalhatok nem Ms-terek.
Ha egy pontnak van megszamlalhaté kornyezetbazisa, akkor van megszamlalhat6 csokkend kornyezetbazisa

(Ur DUz D ...) is, hiszen ha (V},),, o kérnyezetbézis, akkor (Vi N...NV,), oy is az.

4.1.14. definicié. Egy f: X — Y leképezés sorozatfolytonos, ha minden X-beli (z,) sorozatra lim f(z,) =
n—oo
f(lim z,). (Az egyszertiség kedvéért itt mindkét térrdl tegyiik fel, hogy To-tér, vagyis egy konvergens soro-
n—oo
zatnak csak egy hatarértéke legyen.) Ha ezt a feltételt csak olyan () sorozatokra kotjik ki, melyek a-hez
tartanak, akkor azt mondjuk, hogy f sorozatfolytonos z-ben.

4.1.15. allitas. Ha f: X — Y folytonos, akkor sorozatfolytonos.

Bizonyitds. Legyen (x,) — x € X egy konvergens sorozat, és legyen V az f(x) egy kdrnyezete. Az U = f~1(V)
kornyezete lesz z-nek, igy minden elég nagy n indexre x, € U teljesiil. Ekkor viszont ezekre az indexekre
f(zn) €V teljesiil, kovetkezésképpen f(z,) — f(x). O

4.1.16. tétel. Ha X eqy Mi-tér és f: X — Y sorozatfolytonos x-ben, akkor f folytonos is x-ben.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy f sorozatfolytonos, de nem folytonos z-ben. Ezek szerint létezik V kor-
nyezete f(x)-nek, hogy x barmely U kornyezetére f(U) ¢ V teljesiil. Tekintsiik egy megszamlalhato csokkend
kérnyezetbazisat z-nek: U; D Us D .... Minden i-re kell legyen egy olyan x; € U; pont, melyre f(z;) ¢ V.
Ekkor viszont f nem sorozatfolytonos z-ben, hiszen z, — x, de f(x,) /— f(z). O

Nem M; terekben is érvényes marad az atviteli elv (tehét az, hogy egy leképezés pontosan akkor folytonos,
ha sorozatfolytonos), amennyiben a sorozatfolytonossigot altalanositott sorozatokra értjik.

4.1.17. definicié. Egy részben rendezett halmazt irdnyitott halmaznak neveziink, ha a halmaz barmely két
eleméhez létezik harmadik, mely mindketténél nagyobb.

4.1.18. definicié. Egy X topologikus térben egy dltaldnositott sorozat egy irédnyitott halmaz leképezése az
X térbe. (Tehat egy altalanositott sorozat abban kiilonbozik a szokéisos sorozattol, hogy az elemei nem a
természetes szamokkal vannak indexelve, hanem egy irdnyitott halmazzal.)

4.1.19. definicié. Az x, altalanositott sorozat tart x-hez, ha x minden U kornyezetére létezik egy olyan «q
kiiszobindex, hogy Va > ap-ra x, eleme U-nak.

4.1.20. tétel. Legyenek X ésY tetszdleges topologikus terek, f : X — Y tetszdleges leképezés. Ekkor f pontosan
akkor folytonos, ha dltaldnositott sorozatfolytonos.

Bizonyitds. A bizonyitas csaknem ugyanaz, mint a tétel esetében. Legyen V és U ugyanaz, mint ott.
Vélasszunk minden U, kdrnyezetbdl egy x,, elemet, melyre f(z,) ¢ V. Ekkor az z,, altalanositott sorozat tart
z-hez, de a képe nem tart y-hoz. O
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5. fejezet

Kompaktsag

5.1. Kompakt terek

Legyen X egy topologikus tér. Tekintsiik a kovetkezd tulajdonsagokat:

1) X minden nyilt fedésébdl kivalaszthatod véges fedés;

2) ha X-ben adottak az F,, zart halmazok, melyek koziil barmely véges sok metszete nem iires, akkor NF, # (J;

3) X minden megszdmlalhato nyilt fedésébdl kivalaszthatod véges fedés;

(1)
(2)
(3)
(4) ha X-ben adott megszamlalhatoé sok F; zart halmaz, melyek koziil barmely véges sok metszete nem iires,

akkor NF; # (;
(5) (Cantor-tulajdonsag) Nem-iires, zart halmazok F; D F, D ... cs6kken6 sorozatara NF; # ();
(6) minden végtelen halmaznak van torl6dasi pontja;

(7) minden X-beli sorozatnak létezik konvergens részsorozata.

5.1.1. definici6é. Az X tér kompakt, ha teljesiil ra az (1) tulajdonség.

5.1.2. definicié. Az X tér megszdmldlhatdan kompakt, ha teljesiil ra a (3) tulajdonség.

5.1.3. definici6. Az X tér sorozatkompakt, ha teljesiil ra a (7) tulajdonsag.

5.1.4. tétel. A fenti tulajdonsdgok kozétt az aldbbi diagramban megadott implikdcick dllnak fenn:

(1) == (6) == (7)

S

(2) (3) (4) (5)

A tétel bizonyitasat az alabbi allitdsok adjak:

5.1.5. allitas. Az (1) és (2) tulajdonsdgok ekvivalensek.

Bizonyitds. Az (1) tulajdonsagot a benne szerepld nyilt halmazok komplementereire (indirekt) kimondva pon-
tosan a (2) tulajdonsagot kapjuk. O

5.1.6. allitas. A (3), (4) és (5) tulajdonsdigok ekvivalensek.
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Bizonyitds. A (3) és (4) ekvivalencidja ugyanugy kovetkezik, mint az el6z6 allitasban. A (4) = (5) kovetkeztetés
nyilvanval6. Most bebizonyitjuk az (5) = (4) irdnyt. Legyenek az Fj-k a (4) tulajdonsagban szerepld zart
halmazok. Azt kell belatnunk, hogy metszetiik nem iires. Legyen

Fl =0, Fj.
Minden F] zart és nyilvan F} D Fj O .... Ezek metszete tehat nem iires. Akkor viszont az F;-k metszete sem
iires. O

5.1.7. allitas. Az (1) tulajdonsdgbol kévetkezik a (6) tulajdonsdy.

Bizonyitds. Legyen X kompakt és A C X végtelen halmaz. Tegyiik fel, hogy X-nek egyetlen pontja sem
torlodasi pontja A-nak, vagyis minden z-re létezik egy U, nyilt halmaz, mely tartalmazza z-et és U, N A véges.
Tehat {U,} egy nyilt fedése X-nek, és nyilvin nem valaszthato ki bel6le véges fedés, hiszen minden véges
részhalmaza csak véges sok pontot fed le a végtelen A halmazbdl. 0

5.1.8. allitas. Ha X M;-tér, akkor a (6) tulajdonsdgbol kivetkezik a (7) tulajdonsdy.

Bizonyitds. Legyen (z,) egy X-beli sorozat. Ha létezik olyan z € X, ami végtelen sokszor fordul el§ a sorozat-
ban, akkor ez egy allandé, tehat konvergens részsorozat. Ha ilyen nincs, akkor az értékek

A={zeX|In:z=u1,}

halmaza végtelen. Erre alkalmazva a (6) tulajdonsagot kapjuk, hogy A-nak létezik b € X torlodasi pontja.
Legyen U; egy csokkend kornyezetbézisa b-nek. Mivel b torlodasi pontja A-nak, igy minden i-re létezik olyan
Zn, € Uy, hogy n; > n;_q1. Tehat az (z,,,) részsorozat hatarértéke b. O

5.1.9. allitas. Ha X Ms-tér, akkor a (8) tulajdonsdgbdl kévetkezik az (1) tulajdonsdy.

Bizonyitds. My-térben tetszbleges nyilt fedésbdl a Lindelof-tétel szerint kivalaszthaté megszamlalhato nyilt fe-
dés. Ebbdl allitasunk kovetkezik. O

5.1.10. allitas. A (7) tulajdonsdgbdl kévetkezik az (5) tulajdonsdyg.

Bizonyitds. Legyen Fy D Fy D ... zart halmazok egy csokkend sorozata. Minden ¢-re valasszunk egy z; € F;
pontot. Az (z;) sorozat egy konvergens (x;, ) részsorozatanak hatarértéke legyen x. Megmutatjuk, hogy z €
NF,,. Ugyanis ha iy > m, akkor x;, € F,, (hiszen z;, € F;, C F,,), tehat © € F,,. Mivel ez minden m-re
teljesiil, igy valéban = € NF,,. O

Még a (2)=(3) implikacio hidnyzik, amely a fentiek szerint ekvivalens azzal, hogy (1)=(3); ez utobbi bizo-
nyitasa trivialis, ezzel az [5.1.4) tétel bizonyitasat befejeztiik. O

5.1.11. definici6é. Egy topologikus tér A részhalmaza kompakt, ha az X-bdl 6rokolt (altér-) topologidban
kompakt.

5.1.12. megjegyzés. Ekvivalens definicidhoz jutunk, ha azt kotjik ki, hogy ha X-beli nyilt {U,} halmazok
lefedik A-t, akkor kivalaszthaté koziiliikk véges sok, mely lefedi A-t.

5.1.13. allitas. Kompakt tér zdrt részhalmaza kompakt.

Bizonyitds. Fedje le az A zart halmazt az {U,} fedés. Ekkor {U,, X — A} egy nyilt fedése X-nek, igy abbol
kivalaszthato véges fedés. Ebbdl a véges fedésbdl X — A-t elhagyva (ha egyaltalan benne volt) A egy véges
fedését kapjuk. O

5.1.14. allitas. Kompakt tér folytonos képe is kompakt. (Azaz ha X kompakt és f: X — Y folytonos fiigguény,
akkor f(X) is kompakt.)
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Bizonyitds. Legyen {U,} egy nyilt fedése f(X)-nek. Ekkor a folytonossag definiciéja miatt {f~1(U,)} egy nyilt
fedése X-nek. Ebbdl kivalaszthato tehét egy veges {f~1(Up)} fedés. Ekkor {Us} egy véges fedése f(X)-nek.
O

5.1.15. megjegyzés. Ez utobbi allitas gy is igaz, hogy ha f: X — Y folytonos és A C X kompakt, akkor
f(A) kompakt. Ez egyszertien kovetkezik a fenti allitasbol, ha azt f|4-ra alkalmazzuk.

5.1.16. allitas. Egy Hausdorff-tér kompakt részhalmaza zdrt.

Bizonyitds. Legyen az X Ts-tér egy kompakt részhalmaza A. Tekintsiink egy y ¢ A pontot. Ha a € A,
akkor léteznek Uy és U, kornyezetei y-nak és a-nak, melyek diszjunktak. Az {U,}a.ca nyilt fedése A-nak, igy
kivalaszthat6 bel6le egy véges fedés, legyen ez U,,. Tekintsiik ekkor a

ﬂiU;i
halmazt. Ez kérnyezete lesz y-nak (mert kornyezetek véges metszete), és definicio szerint diszjunkt A-t6l. Tehat
y bels6 pontja X — A-nak, s mivel ez minden y € X — A-ra igaz, igy X — A nyilt. g
5.1.17. tétel. Ha X kompakt és T>-tér, akkor Ty-tér is.

Bizonyitds. Legyenek A és B diszjunkt zart részhalmazai az X kompakt térnek. Az allitas szerint ekkor
6k kompaktak is. Legyen tovabba b € B. Az el6z6 allitas bizonyitdsahoz hasonlé moédon lathatjuk, hogy
leteznek U, és V§ kdrnyezetei b-nek és A-nak, melyek diszjunktak. Ekkor az {U,}ycp egy nyilt fedése B-nek,
tehat kivalaszthato bel6le véges fedés, Up,. Az

U = U;Uy, s V=nVY{
halmazok diszjunkt kdrnyezetei lesznek B-nek és A-nak. O

5.1.18. tétel. Ha X kompakt és Y Ta-tér, valamint f: X — Y folytonos injekcio, akkor f: X — f(X)
homeomorfizmus.

Bizonyitds. Azt fogjuk bizonyitani, hogy A C X zart halmaz képe zart f(X)-ben (hiszen ebbdl kovetkezik,
hogy f~! folytonos). Mivel X kompakt, igy A is kompakt, tehat f(A) is kompakt. Viszont To-tér kompakt
részhalmaza zart, igy f(A) zart. O

A fenti tétel ekvivalens azzal, hogy kompaktbél To-térbe képezs folytonos bijekcié homeomorfizmus.
Vizsgaljuk most a kompakt metrikus tereket.

5.1.19. definicié. Egy X metrikus tér egy E részhalmazat e-hdlonak nevezziik, ha minden z € X-re létezik
e € E, hogy p(x,e) < e.

5.1.20. allitas. FEgy kompakt metrikus térben minden e-ra létezik véges e-hadlo. Sét, elég feltenni a tér sorozat-
kompaktsdgat.

Bizonyitas. Elég a méasodik &llitadst bizonyitani. Ehhez definidlni fogunk egy x, sorozatot. Legyen z; € X
tetszéleges. Ha méar definialtuk x;-t, akkor vizsgaljuk meg, hogy a {D(x;, 5)}§=1 halmazrendszer lefedi-e X-et.
Ha igen, akkor készen vagyunk, {z1,...,z;} egy véges e-halo. Ha nem, akkor valasszunk tetszslegesen egy

Tiy1 € X — U§:1D(xj,5)

pontot.

Ha egyetlen ¢-re sem szakad meg ez a procedira, akkor kaptunk egy olyan z,, sorozatot, melyben barmely
i,j-re p(x;,x;) > ¢, tehat ennek a sorozatnak nem lehet konvergens részsorozata, ami ellentmond annak, hogy
X sorozatkompakt. O

5.1.21. kdvetkezmény. Ha X sorozatkompakt (vagy kompakt) metrikus tér, akkor szepardbilis.
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Bizonyitds. Legyen E,, egy véges %—halé. Nyilvanval6, hogy
Unz1En
egy megszamlalhaté stird részhalmaz. g

5.1.22. kovetkezmény. Ha X metrikus tér, akkor X kompaktsiga és sorozatkompaktsaga ekvivalens.

Bizonyitds. Azt kell bizonyitanunk, hogy egy sorozatkompakt metrikus tér kompakt is. Bizonyitottuk, hogy
ez a tér szeparabilis és M;. Tudjuk viszont, hogy a szeparédbilis metrikus terek My terek is, ezekben viszont a
kompaktsag és a sorozatkompaktsig ekvivalens. O

5.1.23. allitas. Egy metrikus tér kompakt részhalmaza korldtos és zdrt.
Bizonyitds. Zart, mert a metrikus tér To-tér, és korlatos, mert van véges 1-haloja. O

5.1.24. definicié. Egy (X, p) metrikus térben levs (z,,) sorozat Cauchy sorozat, ha minden pozitiv e-ra létezik
ng ugy, hogy Vn, m > ng = p(xpn, Tm) < €.

5.1.25. definicié. Az (X, p) metrikus tér teljes, ha benne minden Cauchy sorozat konvergens.

5.1.26. definicié. Az (X, p) metrikus tér egy A C X részhalmaza teljesen korldtos, ha minden pozitiv e-ra
létezik A-nak véges e-haloja.

5.1.27. tétel. Legyen (X, p) teljes metrikus tér. Egy A C X altér kompakt <= A teljesen korldtos és zart.

Bizonyitds. =—>: Lattuk, hogy kompakt metrikus térben minden e-ra létezik véges e-halo, tehat az A altér
teljesen korlatos. (X, p) metrikus, ezért Ty; lattuk, hogy T5 tér kompakt altere zart.

<=: Lattuk, hogy metrikus térben a kompaktsag és a sorozatkompaktsag ekvivalens. Tehat elég belatni,
hogy A sorozatkompakt, azaz, hogy minden (a,) A-beli sorozatnak létezik A-ban konvergens részsorozata.

Mivel A-nak létezik véges 1-héloja, ezért létezik 1 sugara Dy golyo, melyben az (a,,) sorozatnak végtelen sok
eleme van. Vélasszunk ki ezek koziil egyet, legyen ez a,,. Létezik véges 1/2-halo is, ezért van olyan 1/2 sugara
goly6, Da, melybe végtelen sok esik az el6bbiek koziil (vagyis a D-be es6 végtelen sok koziil). Valasszunk ezek
koziil egyet, legyen ez ay,, ugy, hogy ny > n;. Es igy tovabb: létezik 1/3 sugart D3 goly6, melybe az el6z6
lépésben kapott végtelen sok a, koziil végtelen sok esik, ezek koziil valasztunk egy an,-at, melyre n3 > no, és
igy tovabb.

Végiil kapunk egy ay, részsorozatot, melyre p(an,,,a,;) < 1/i, ha i < j. Tehat ez a részsorozat egy Cauchy
sorozat. Mivel X teljes, ezért ez a sorozat konvergens. Mivel A zart, ezért a hatarérték is A-hoz tartozik. Tehéat
A sorozatkompakt. d
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6. fejezet

Konstrukciok

6.1. Szorzatterek

6.1.1. definicié. Legyenek X és Y topologikus terek. Az X x Y halmazon adott topologiat szorzattopolégianak
nevezzik, ha egy bazisa az
{U xV | U nyilt X-ben, V nyilt Y-ban}

halmazrendszer; ezen bézis elemeit a tovabbiakban bdzisnyiltaknak nevezziik. A szorzattopologidval ellatott
X XY teret az X és Y tér szorzatterének vagy szorzatanak nevezziik, és X x Y-nal jeldljiik.

Meg kell vizsgalnunk persze, hogy ez a definicié korrekt-e; vagyis meg kell vizsgalni, hogy a fenti halmaz-
rendszer kielégiti-e a béazisra szabott feltételeinket. Ez viszont egyszertien kdvetkezik abbol az észrevételbdl,

hogy
(Ul X Vl) n (U2 X VQ) = (Ul ﬂUQ) X (V1 ﬂ‘/g)
Az (z,y) — z és (x,y) — y formulakkal adott X x Y — X illetve X x Y — Y leképezéseket vetitéseknek
nevezzik és pri-gyel, illetve pro-vel jeloljiik.

6.1.2. feladatok. (a) Bizonyitsuk be, hogy az X x Y halmazon a szorzattopologia a leggyengébb olyan topo-
l6gia, melyre nézve pry és pro folytonos.

(b) Legyen f: Z — X x Y egy fiiggvény. Az f pontosan akkor folytonos, ha pri o f és pra o f is folytonos.
(c) Bizonyitsuk be, hogy minden = € X-re X Y homeomorf Y-nal.
6.1.3. tétel. Kompakt X ésY terek X XY szorzata is kompakt.

Bizonyitds. Legyen {W!} egy nyilt fedése X x Y-nak. Ennek minden eleme el$all bazisbeli elemek uni6jaként (a
definicioban emlitett bazist hasznalva). Tekintsiik minden W/, helyett az 6t elgallité bazisbeli nyilt halmazokat.
Igy kapunk egy 6j W = {Wj} fedést. Elgszor erre fogjuk belatni, hogy létezik véges részfedése. Tekintsiink
egy « € X-et; az x x Y halmazt (,fibrumot”) is lefedik bizonyos Ws-k. Mivel ez homeomorf egy kompakt térrel
(Y-nal), igy véges sok W7 = U x V* is lefedi. Legyen U* = N;U?. Ekkor a W7 halmazok nyilvan lefedik az
U* x Y halmazt is. Ha az Osszes © € X-re tekintjiik az U? halmazokat, akkor X egy fedését kapjuk, amibdl
kivalasztunk egy U?%/ véges fedést. Azt kaptuk, hogy {W,"7} egy véges részfedése W-nek. A {W/!} fedés egy
véges részfedését kapjuk, ha minden W, -re vélasztunk egy olyan Wc’m elemet, ami 6t tartalmazza. O

6.1.4. allitas. Osszefiiggs X és Y terek X x Y szorzata is Gsszefiggd.

Bizonyitds. Az (x1,y1) és az (x2,y2) pontok egy Gsszefiiggbségi komponensben vannak, mert mindketts ugyan-
abban a komponensben van, mint (xza,y1): az X x {y;} Osszefliggs altér tartalmazza az (x1,y1) és az (x2,y1)
pontokat, az {zo} X Y Osszefiiggs altér pedig az (z2,y1) és (z2,y2) pontokat. O

25



6.1.5. allitas. Utszerden dsszefiiggd X ésY terek X x Y szorzata is iitszerden dsszefiggd.
Bizonyitds. Az el6z6 tétel bizonyitasaval analog bizonyitds adhato. O
A kovetkezg allitasok konnyen bizonyithatok:

6.1.6. allitas. T-terek szorzata is Tq-tér. To-terek szorzata is Ta-tér. Ts-terek szorzata is Ts-tér. M-terek
szorzata is My-tér. Ms-terek szorzata is Mo-tér. ]

6.1.7. feladat. Mutassuk meg, hogy T,-terek szorzata nem feltétleniil T4-tér.
6.1.8. allitas. Egy X topologikus tér pontosan akkor Ty, ha X x X-ben a A = {(x,x)|z € X} dtlo zdrt.

Bizonyitds. A pontosan akkor zart X x X-ben, ha minden (z,y) ¢ A rendelkezik olyan U, , nyilt kérnyezettel,
mely diszjunkt A-t6l. Tlyen kdrnyezet pontosan akkor létezik, ha (z, y)-t tartalmaz6 bazisnyiltnak is valaszthato,
azaz ha léteznek olyan U 3 z, V > y nyiltak X-ben, hogy U x V diszjunkt A-t6l. Ez utébbi feltétel azt jelenti,
hogy nincs (z, z) alakd pont U x V-ben, azaz U NV = @; ennek megkovetelése minden x # y-ra pontosan a T
tulajdonsag. 0

6.1.9. allitas. (X xY) x Z homeomorf X x (Y x Z)-vel. O

Ez utébbi allitas segitségével konnyen értelmezhets egy véges sok tényezés X7 x Xo X ... X X, szorzat, ti.
(... (X1 xX9)x X3) X...x X,)-ként. Definidlhat6 ugyanez a fogalom expliciten gy, hogy az X1 x Xo X...x X,
téren azt a topoldgiat tekintjiik, melynek bazisa az

{Ul X ... X Un ‘ Uz Ilyﬂt Xi—ben}
halmazrendszer.

6.1.10. példa. R? x R? = RPT? =R x R x ... x R, viszont S? x S9 # SPt4, Az S' x S' szorzatot tdrusznak
nevezzik.

Definidlni szeretnénk a végtelen sok tényez@s szorzatot is. Legyen A egy indexhalmaz, és minden o € A-ra
X, egy topologikus tér. Elgszor mint halmazt definidljuk:

X, ={c: A — UX, | minden o € A -ra c(a) € X,}.

A c(a)-t (= co) a ¢ € I1X, elem a-adik koordinatdjanak hivjuk. A pry: 11X, — X,, ¢ — c(«a) fliggvényt
pedig az «-adik vetitésnek nevezziik.

6.1.11. definici6é. A TI1X,-n azt a legsziikebb topoldgiat, melyre nézve minden pr,, folytonos, szorzattopoldgi-
danak nevezziik. Ezzel a topologidval 11X -t az X -k szorzatterének nevezziik.

6.1.12. megjegyzés. Ugyanezt a topologiat definidljuk, ha kikotjik, hogy IIX,-n a
{pro Y (U,) | @ € A, U, nyilt X,-ban}
halmazrendszer legyen egy el6bazis. Ugyanezt a topologiat adja, ha a kovetkezd halmazrendszer a bazis:
{IIU,, | U, nyilt X, -ban és véges sok « kivételével U, = X, }.
6.1.13. feladatok. (a) Bizonyitsuk be a fenti megjegyzést.

(b) Legyen f: Z — 11X, egy fiiggvény. Az f pontosan akkor folytonos, ha pr, o f folytonos minden a-ra.

6.1.14. tétel (Tyihonov). Kompakt terek szorzata kompakt. Vagyis, ha minden a-ra X, kompakt, akkor
X =1IX, is kompakt.

A bizonyitashoz sziikségilink lesz egy kevés halmazelméleti ismeretre, amit most roviden Osszefoglalunk a
bizonyitas megkezdése el6tt.
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6.1.15. definicié. Legyen @ halmazrendszerek egy tulajdonsiga. Azt mondjuk, hogy Q véges tulajdonsdg, ha
egy halmazrendszer pontosan akkor @) tulajdonsigi, ha minden véges halmazrendszere @) tulajdonsagu.

Peéldak:

e  Lancnak lenni” véges tulajdonsag (egy halmazrendszer lanc, ha barmely két eleme koziil az egyik tartal-
mazza a mésikat).

o A centrdltsdg véges tulajdonsag (egy halmazrendszer centralt, ha barmely véges sok elemének a metszete
nemiires).

e Az a tulajdonsig, hogy a halmazrendszerbe tartozo 6sszes halmaz metszete nemiires, nem véges tulaj-
donség.

6.1.16. lemma (Teichmiiller-Tukey lemma). Legyen X tetszdleges halmaz és H C P(X) az X halmaz rész-
halmazainak egy Q tulajdonsdgiu rendszere. Ha Q véges tulajdonsdg, akkor létezik eqy H* DO H maximdlis H-t
tartalmazé Q tulajdonsdgi halmazrendszere X részhalmazainak (a mazimalitds azt jelenti, hogy ha H' D H* és
H' rendelkezik a Q tulajdonsdggal, akkor H' = H*).

6.1.17. megjegyzés. Halmazelméletbdl ismert, hogy a Teichmiiller-Tukey lemma ekvivalens a kivalasztési
axiomaval.

Tyihonov tétel bizonyitisa. Az X tér részhalmazainak egy rendszerét nevezziik centraltnak, ha koziiliik barmely
véges sok metszete nem iires. Igy elég azt belatnunk, hogy ha H az X részhalmazainak egy centralt rendszere,
akkor N{B | B € H} # (). Elgszor is H kiterjeszthet egy olyan H* D H centralt rendszerré, mely maximalis a
centraltsag” tulajdonsagra, vagyis, ha hozzavesziink még egy halmazt, akkor a rendszer mér nem lesz centralt.
Ez a kiterjesztési tulajdonsdg a Teichmiiller-Tukey lemmabdl kovetkezik. Konnyen belathato, hogy ha H*-
ra belatjuk az allitast, akkor H-ra is. Vegyiik észre azonban, hogy egy ilyen maximéalis H* halmazrendszer
sziikségszerten kielégiti a kovetkezdket:

(1) B,Ce H*=BnNCe€HY
(2) BCC,Be H*= C € H*, valamint
(3) CN B # () minden B € H*ra = C € H*.

Legyen a € A. Ekkor {pr,(B) | B € H*} centralt rendszer lesz X,-ban, tehat a

N{pro(B) | B€ H"}

halmaz nem iires. Legyen ennek egy eleme z,. Ezt az x, elemet minden a-ra elkészitjiik, s tekintjiik azt az
x € X elemet, melynek az a-adik koordinataja x.

Legyen U, C X, az z, egy tetszoleges kornyezete. Ekkor nyilvan pr,1(U,) N B # () minden B € H*-ra.
Igy a fenti (3) tulajdonsag miatt pr ' (U,) € H*.

A fenti (1) tulajdonségot hasznalva ebbdl az kovetkezik, hogy ha valamely aq,...,a, € A-ra U,, az z,,
egy kornyezete, akkor ﬂpr(;il(Uai) € H*. Az ilyen tipust halmazok x egy kiérnyezetbazisat alkotjak, igy a (2)
tulajdonsadg miatt = minden kornyezete H*-beli halmaz. Ebbdl az kovetkezik, hogy minden H*-beli halmaz
metszi © minden kérnyezetét, tehat minden B € H*-ra x € B. Ezt akartuk bizonyitani. 0

6.1.18. definicié. Egy X metrikus tér diam(X) dtmérdjén a benne felléps Gsszes lehetséges tavolsag szupré-
mumét értjik, vagyis
diam(X) = sup{p(z,2’) | x, 2’ € X}.

Ez lehet végtelen is (ha X nem korlatos).

6.1.19. allitdas. Ha (X;,p;) (i € N) terek metrikus terek és mindegyik dtmérdje < 1, akkor X = ;enX; is
metrizdlhaté (homeomorf egy metrikus térrel).
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Az allitas bizonyitasat az alfejezet végére halasztjuk.

6.1.20. definicié. A [0, 1] intervallum 6nmagaval vett megszamlalhatoan végtelenszeres szorzatat I“-val jelol-
jik, tehat I¥ = IIen[0, 1].

A fentiek szerint tehat I metrikus tér.
6.1.21. tétel (Uriszon metrizacios tétele). Ha X topologikus tér Ty- és My-tér, akkor metrizdlhatd.

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy X beadgyazhat6 I“-ba (vagyis létezik egy X — I injekcid). Ez a
bedgyazas homeomorfizmus lesz a képhalmazra, az viszont egy metrikus tér altere, tehat maga is metrikus.
Legyen ¥ az X egy megszamlalhat6 bazisa. Jeloljiikk A-val a kovetkezs — szintén megszamlalhaté — halmazt:

A={U,V)|TcCV, UVex}

Ha (U,V) € A, akkor legyen fyv: X — [0, 1] egy olyan folytonos fiiggvény, amire fyyv |z =0és fuv|x—v = 1.
Ilyen leképezés létezik, hiszen X Ty-tér. Legyen a: N — A az A halmaz egy felsorolédsa, és tekintsiik azt az
e: X — 1% fiiggvényt, melyet az

= (x;), T = fa(i)(x)

képlet definial. Be fogjuk latni, hogy

(1) e folytonos,
(2) e injektiv,
(3) e: X — e(X) nyilt leképezés (nyilt halmaz képe nyilt).

Ezekbdl kovetkezik, hogy e homeomorfizmus X és e(X) kozott. Az (1) allitashoz elég azt belatni, hogy
prioe: X — I folytonos, de pr; o e = f;, ami definici6 szerint folytonos.

A (2) bizonyitasahoz legyenek x,y € X kiilonb6z6 pontok. Létezik olyan V' € ¥ nyilt kérnyezete z-nek,
mely nem tartalmazza y-t. Szinttgy létezik U € ¥ kirnyezete x-nek, melyre U C V. Ez a két allitas azért igaz,
mert X Ty-tér. Legyen az (U,V) € A parnak a sorszama a~'((U,V)) = i. Ekkor f;(z) = 0, fi(y) = 1, hiszen
filu =0és xz € U, valamint f;|x_yv =1ésy € X — V. Tehat e(z) # e(y).

A (3) belatasahoz legyen G C X egy nyilt halmaz, és ennek g egy pontja. Azt kell belatnunk, hogy e(g)
belsé pontja e(G)-nek. Mivel X Ty-tér, igy léteznek U,V € ¥ nyilt halmazok, hogy g € U C U C V C G. Az
ehhez az (U, V) parhoz tartozé i = a~1((U,V)) koordinétara tehat f;(g) = 0, mig f;(2) = 1 minden z € X — G
elemre. Legyen

W={e(x) eI |zeX, fi(z) <1}.

A W halmaz nyilt e(X)-ben, hiszen W-t e(X)-bsl a pr; *([0,1)) nyilt halmaz metszi ki. Emellett e(g) € W C
e(@Q) teljesiil definici6 szerint. Tehat e(g) belsé pontja e(G)-nek. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

dllitds bizonyitdsa. A

p(ﬂ?,l'/) = Z pi(pri(m;;pri(x/))

kifejezés értelmes (konvergens), mert a terek atmérdje legfeljebb 1. Az igy definidlt p metrika X-en:

e p(z,2’) nemnegativ szamok Osszege, igy nemnegativ és pontosan akkor 0, ha mindegyik Gsszeadando 0.
Mivel mindegyik p; metrika, ez utobbi csak tgy teljesiilhet, ha minden i-re pr;(x) = pr;(z'), azaz x = 2/;

e mivel mindegyik p; szimmetrikus, a linearis kombinaciojukként definialt p is az;

e a p-ra vonatkozo haromszogegyenlGtlenség a p;-kre felirt haromszogegyenlGtleségek linearis kombinécioja.
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Belatjuk, hogy a p éltal definiadlt topologia megegyezik a szorzattopologiaval. Ehhez megmutatjuk, hogy
a p szerinti nyilt golydk a kozéppontjuk kdrnyezetei a szorzattopolégidban, illetve hogy a szorzattopolédgia
bazisnyiltjai nyiltak a p indukalta topologiaban (hiszen ekkor mindkét topolégia finomabb a masiknal).
Legyen tehat elGszor x € X és r > 0 tetsz6leges. Valasszunk olyan n > 1-et, melyre 2% < 5. Ekkor a
n 1 o0
D/ = HD(pTZ:C, W) X H X?,
i=1 i=n+1

szorzattopologiaban nyilt halmaz tartalmazza z-et, és része D(x,r)-nek, mert ha y € D', akkor

p(x,y):iw+ i W<ii+ i r_1t .1,

; 21 . 2 £ 2N 20 2n - 2n

=1 1=n+1 =1 i=n+1
teljesiil.

A masik irdny belatasira legyen U = Uy X ... X U, X X,,41 X ... egy bazisnyiltja a szorzattopoldgidnak és

x € U tetszbleges pont. Mivel minden 7 = 1,...,n esetén pr;xz € U; és U; nyilt a p; indukalta topolégidban,
megfelel§ pozitiv r;-kre D(pr;z,r;) C U;. Ha most r > 0 olyan, hogy minden i = 1,...,n esetén 2'r < r;, akkor
D(z,r) része U-nak, hiszen p(x,y) < r-bél kovetkezik, hogy minden i = 1,..., n-re p;(priz, priy) < 2ir <r; és
igy priy € D(pr;xz,r;) C U; teljesiil. O

6.2. Faktorterek

Legyen adott az X tér pontjainak egy S osztalyozasa (< particidja, felosztdsa), amin azt értjik, hogy X
elGall, mint egy U, A, diszjunkt unié. Ekkor az osztalyok halmazat X g-sel jeldljiik. Ezen szeretnénk topologiat
definialni. Ehhez el6bb egy természetes q: X — Xg leképezést definidlunk, mely minden ponthoz hozzérendeli
azt az osztalyt, amelynek & eleme — szokasos jeloléssel: ¢: x — [z].

6.2.1. definicié. A legb6vebb olyan topologiat X g-en, melyre nézve a g leképezés folytonos, az Xg faktortopolo-

(kvociensterének) nevezziik, és szintén Xg-sel jeloljiik.

6.2.2. megjegyzés. Xg nyilt halmazai pontosan az X azon nyilt halmazainak a ¢ szerinti képei, melyek teljes
osztalyok unidjaként allnak els.

6.2.3. példak. (a) Legyen X = [0,1], az S particié pedig legyen {{0, 1}, {t};e(0,1)}- Ekkor X5 = St

(b) Legyen X a [0,1] x [0,1] tér (tehat a négyzet). A abran lathat6 ragasztasi sémak bizonyos particidkat
ykodolnak el”. Ezt ugy kell érteni, hogy a négyzet azon pontjai, melyek nem tartoznak egyik abran lévé
nyilhoz sem (a négyzet belseje, illetve (a) és (b) esetben a két vizszintes oldal belsé pontjai), azok egyelemii
osztalyokat alkotnak. Ezeken kiviil lesznek még kételemt osztélyok, méghozza az azonos bettivel jelzett
nyilak egyméasnak megfelels pontjai legyenek egy osztdlyban (ahol az egymésnak megfelés” azt jelenti, hogy
az egyik nyil végpontjatol d tavolsagra lévs pont megfelel a masik — ugyanolyan betiijeld — nyil végpontjatol
d tavolsagra lévs pontnak). A (c) és (d) ragasztasoknél ezen feliil van egy 4 elemt ekvivalenciaosztély, mely
a cstucsokat tartalmazza. Ezek a particiok az dbrakon sorra a kovetkezs tereket definialjak: henger (szalag),
Mobius-szalag, torusz, Klein-kancso, (valos) projektiv sik.

c) Tekintsiik S™-en a kovetkezd S particiot: {{x,—z}rcsn}. Az igy kapott faktorteret hivjuk m-dimenzios
g
(valos) projektiv térnek (jele: RP™). A 2-dimenzios projektiv tér megegyezik (homeomorf) az el6z6 példaban
definialt projektiv sikkal.
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a) Henger ) Mobius-szalag

) Térusz (d) Klein-kancso e) Projektiv sik

6.1. abra. Egyszeri feliiletek

(d) Tekintsiik egy D? kérlap és egy Mobius-szalag diszjunkt uniéjat.

A Mobius-szalag hatara S!, igy rogzithetiink egy \\'

¢: 0D? — 9(Mdobius-szalag)

homeomorfizmust. A diszjunkt unién legyen az S particid
{{z,d(x)}veop2}- (Azokat a pontokat, melyek az itt adott particio
egyik osztalyaban sincsenek benne, egyponti osztalyoknak gondol-
juk.) Az abréan lathato, hogy az igy kapott faktortér a projektiv sik.
Hasonlo esetekben azt fogjuk mondani, hogy a két teret (mint jelen
esetben a kérlapot és a Mobius-szalagot) dsszeragasztottuk altereik A projektiv sik mint egy korlap és egy
(itt a szélek) kozott megadott homomorfizmus segitségével. Mébius-szalag uni6ja.

(e) Tekintsiik két Mobius szalag diszjunkt uniojat. Mivel mindket-
t6 hatara egy korvonal, ezek kozt van egy homeomorfizmus. Ra-
gasszuk Ossze (ld. el6z6 példa) e két teret ezen homeomorfizmus
mentén. Az abran lathato, hogy a Klein-kancséval homeomorf te-
ret kapunk.

A Klein-kancs6é mint két
Mobius-szalag unidja.
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7. fejezet

A fundamentalis csoport

7.1. A fundamentalis csoport definici6ja

Mostantol mar szigortan €l az a megallapodasunk, hogy minden felvet6ds fliggvény folytonos.

7.1.1. definicié. Egy F: X x I — Y filiggvényt homotopidnak neveziink. Szokasos megallapodas, hogy az
F(z,t) figgvényt F;(xz)-szel jeloljiik. A fenti homotopiara azt mondjuk, hogy dsszekdti az Fp: X — Y és az
Fy: X — Y fiiggvényt. (Szokasos mddon I a [0, 1] intervallumot jeloli.)

Tehat a homotépia az Fy: X — Y filiggvény folytonos deformacidja Fy;: X — Y-okon keresztiil az
Fy: X — Y fiiggvénybe.

7.1.2. példa. Legyen A C R™ egy konvex részhalmaz (példaul A = R"). Legyenek f és g tetszOleges
X — A fiiggvények. Ilyenkor mindig létezik olyan homotopia, mely f-et és g-t Osszekdti, vegyiik ugyanis
az Fy(x) = (1 —t)f(z) + tg(z) fiiggvénycsaladot. Konnyen lathato, hogy az allitas csillagszeri A, illetve ilyen-
nel homeomorf A esetén is igaz.

Jelolje a tovabbiakban C(X,Y) az X — Y folytonos fiiggvények halmazat. (Késébb bevezetiink rajta egy
természetes topologiat is.)

7.1.3. definicié. Két f,g € C(X,Y) fiiggvényt homotdpnak neveziink, ha létezik Sket 6sszekétd homotopia.
7.1.4. allitas. A homotdpia ekvivalenciarelicio C(X,Y )-on. (Tehdt jogos a fenti definicid megfogalmazdsa.)

Bizonyitds. Reflexivitas: f ~ f, mert Fi(z) = f(x) egy megfelel homotopia koztiik.

Szimmetria: Ha F homotopia f és g kozott, akkor Gy(x) = Fi_¢(x) Osszekdti g-t és f-et.

Tranzitivitds: Ha F, illetve G homotopia Osszekoti f-et g-vel, illetve g-t h-val, akkor Hy(z) = F(x,2t) (ha
0<t<31)és Hyx) = G(z,2t — 1) (amennyiben 3 < t < 1) homotépia Ssszekdti f-et és h-t. (A ragasztasi
lemm&bol kovetkezik, hogy H folytonos.) O

A fenti ekvivalenciaosztalyokat homotdpiaosztilyoknak nevezziik.

7.1.5. definicié. Az (X, A) rendezett part térpdarnak nevezzik, ha A C X topologikus terek. Egy f: (X, A) —
(Y, B) fiiggvényen olyan f: X — Y fliggvényt értiink, melyre f(A) C B. Ezek halmaza legyen C((X, A), (Y, B)).
Pontozott téren egy (X, {xo}) térpart értiink, amit egyszerten (X, x)-val jeloliink. Legyen (X, A) egy térpar;
ekkor A-n kétott homotopidn egy F': X x I — Y homotopiat értiink, melyre Fy, (a) = Fi,(a) minden t1,t2 € I-re
és minden a € A-ra.

7.1.6. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a most definidlt ko6tétt homotopia is ekvivalenciarelacié a megfeleld
alaphalmazon.
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Emlékezziink az ,ut”, ,utak szorzata”, ,hurok” definiciokra. Legyen az X topologikus tér egy pontja xg.
Legyen F(X,x0) az xo kezdds- és végponti X-beli hurkok halmaza: F(X,x0) = C(({,0I), (X, x0)). Két ilyen
hurkot homotépnak mondunk, ha mint I — X leképezések kozt létezik olyan H homotdpia, hogy minden t-re
H:(0) = Hy(1) = o — vagyis 0I-n kotott homotopiarol van szo. Az F(X,xzg) homotdpiaosztélyait (erre a
kotott homotdpidra nézve) jeloljik m (X, xg)-val.

7.1.7. feladat. Hany elemi 71 (R"™,0)? Es 7 (S, (1,0))?
Mivel az F (X, xo)-beli utak kezds- és végpontja megegyezik, definidlhatéd két ilyen at szorzata.
7.1.8. allitas. Az utak szorzata F (X, xg)-on egy jol definidlt szorzdst hatdroz meg 71(X, xg)-on.

Bizonyitds. Azt latjuk be, hogy u homotopiaosztalyat [u]-val jelolve az [f]x [g] = [f * g] egy jol definialt szorzas
m1(X, xg)-on. Tehat azt kell belatni, hogy ha f ~ f' és g ~ ¢’ hurkok F(X,x¢)-ben, akkor fxg ~ f' x¢. Ha
F:IxI— Xaz feés f kozti, s G: I x I — X a g és ¢’ kozti (k6t6tt) homotopia, akkor az f g és f'*g'-ot
Osszekoti a kovetkezd (k6tott) homotdpia:

fquW)@StsD

1
H,(t) = Gg(2t —1) (2 <t< 1)
O
7.1.9. megjegyzés. Homotop leképezések kompozicioja is homotop. Ez az éllitas igaz k6tott homotopiara is.

7.1.10. megjegyzés. Egy olyan ¢: I — I leképezés, melyre ¢(0) = 0 és ¢(1) = 1, mindig homotop az
id: I — I fiiggvénnyel, hiszen Hi(z) =tz + (1 — t)¢(x) megfelel6 homotopia. Hasonléan, ha ¢(0) = ¢(1) =0,
akkor ¢ ~ 0, vagyis ¢ az azonosan 0 fiiggvénnyel homotop.

7.1.11. tétel. A m1(X,z)-on bevezetett szorzds csoportmivelet.

Bizonyitds. (1) Asszociativitds. Azt kell belatnunk, hogy (u * v) * w ~ u x (v * w) tetszdleges u, v, w hurkokra.
Ehhez definialjuk a ¢: I — I leképezést ugy, hogy #(0) = 0,¢(1/2) = 1/4,¢(3/4) = 1/2,¢(1) = 1
teljesiiljon, és egyébként pedig legyen ([0,1/2],[1/2,3/4],[3/4,1]) szakaszonként linearis. Ekkor a kovetkezd
hurkok megegyeznek:

((uxv)xw)op=ux(vxw).
A megjegyzést és megjegyzést hasznalva ebbdl azt kapjuk, hogy

(u*v)*xw~ux*(v*w).

(2) Egységelem létezése. Legyen e: I — X a konstans x leképezés. Ennek osztalya egységelem lesz 71 (X, z)-
ban. Legyen ugyanis ¢: I — I a [0,1/2] és [1/2, 1] szakaszokon linearis, és ¢(0) = 0,$(1/2) = 0,¢(1) = 1.
Ekkor minden f hurokra e * f = f o ¢, s igy minden f hurokra e x f ~ f, amit bizonyitanunk kellett. A
jobboldali egység-tulajdonsag bizonyitésa ugyanigy torténhet.

(3) Inverz létezése. Legyen f egy hurok. Azt allitjuk, hogy annak az f fiiggvénynek a homotopiaosztélya lesz
[f] inverze, melyre f(t) = f(1—1t) teljesiil. Ugyanis ¢-vel jelolve azt a [0,1/2] és [1/2, 1] szakaszokon linearis
leképezést, melyre ¢(0) =0, ¢(1/2) =1 és ¢(1) =0,

frF=fop~fol=c.

A | maésik oldali inverz” tulajdonsig hasonléan bizonyithato.
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7.1.12. definicié. A most definidlt mivelettel ellatott 71 (X, zo) csoportot az X tér (xo kezdSpontu) funda-
mentdlis csoportjiinak (vagy els6 homotopikus csoportjanak) nevezziik.

Tudjuk, hogy 71 (R™,0) =1 és m(D™,0) = 1.
7.1.13. tétel. Han > 1, akkor m (S™, zo) = 1.

Bizonyitds. Legyen f egy xzo kezdSpontt hurok S™-en. Azt kell belatnunk, hogy ez pontrahtuzhaté (vagyis
homotop a konstans xy hurokkal). Ezt ugy is fogjuk mondani, hogy f nullhomotop.

El6szor tegyiik fel, hogy f(I) # S™, vagyis van olyan p pont, mely nincs f képében. Ekkor a p pontbdl vetits
sztereografikus projekci6 (az alkalmas R™ altérre) egy ¢: S™ — {p} — R™ homeomorfizmust indukal. R™-ben
pedig minden hurok pontrahtizhato, igy ¢o f is. Ezt a homot6pidt ¢~ mentén visszahtizva f egy homotopidjat
kapjuk, mely a konstans tuttal koti Gssze.

Most vizsgéljuk az altalanos esetet (hiszen el6fordulhat, hogy f(I) = S™). Tekintsiik az I szakasz egy olyan
finom t; felbontéasat, melyre f([t;, t;41]) egy nyilt félgdmbben van minden é-re (1d. a kdvetkezs lemmat). Legyen
Ji = flititinn): [tistiva] — S™ és legyen g;: [ts, tip1] — S™ az f(t;)-t és az f(t;11)-et Gsszekotd gémbi fokoriv
egy parametrizalasa. Ekkor

f:fl*-"*fNa

és mivel f; ~ g; a végpontokat rogzitve (hiszen egy nyilt félgomb R™ konvex részhalmazaval homeomorf és igy
érvényes 14 a példa kovetkeztetése), igy

fr~gi*x...xgn =g.

Viszont g képe véges sok f6koriv egyesitése, tehat (n > 1 esetén) g(I) # S™, vagyis g (és ezért f is) nullhomotop.
[

A bizonyitasban maradt egy tisztazatlan pont, a t; felosztas létezése. Ezt bizonyitja a kdvetkezd altaldanosabb
lemma.

7.1.14. lemma. (Lebesgue) Legyen f egy Q kompakt metrikus térbdl egy A topologikus térbe képezd folytonos
fiigguény, és legyen adva A-nak egy {U,} nyilt fedése. Ekkor létezik olyan § > 0, hogy barmely X C Q-ra, melyre
diamX < 0, létezik olyan «, hogy f(X) C U,.

Bizonyitds. Ha nem létezik ilyen §, akkor minden J-ra, példaul %—re is létezik olyan X,, C @, diamX,, < %

halmaz, melynek f(X,,) képét nem fedi le egyetlen U, sem. Valasszunk ki minden X,,-bél egy z,, € X,, pontot,
az x, sorozatbol pedig egy konvergens részsorozatot (hiszen Q@ kompakt), legyen ez x,,, — z. Tekintsiink egy
Uy-t, ami lefedi f(z)-t. Az f~1(U,) kdrnyezete z-nek, igy elég nagy N-re D(z, %) C f~'(U,), valamint azt is
feltehetjiik N tovabbi névelésével, hogy p(zy,2) < +. Ekkor viszont Xy C D(zy,+) C D(z, %) C f71(Us)
és kovetkezésképpen f(Xy) C U,, ami ellentmondas. 0

Mdsodik bizonyitds. Jelolje V, = f~*(U,). Mivel Q kompakt és a V,, nyilt halmazok lefedik, van egy véges
,..., V, részfedése; legyen F; = Q \ V;.

Legyen g;(x) = p(x, F;) az F;-t6l mért tavolsag, valamint g(x) = max g;(x). Ekkor g(z) folytonos, mindentitt
pozitiv fiiggvény, ezért létezik egy pozitiv §, melyre g(x) > 0 minden = € Q-ra. Kovetkezésképp minden pont 0
sugara kornyezetének a képe része lesz valamelyik U; halmaznak, és ha diamX < §, akkor X beleesik barmely
pontja § sugarta kdrnyezetébe. O

Ezt a lemmat alkalmazva A = S™ azon fedésére, mely az Gsszes nyilt félgombbdl &ll, kapjuk a [7.1.13] tétel
bizonyitdsanak hidnyzo részletét.
A kovetkezokben azt fogjuk vizsgalni, mennyire fiigg m1 (X, xo) az xo pont valasztasatol.

7.1.15. tétel. Ha X dtszeriden dsszefiiggd, akkor barmely két x,x’ € X-re m(X,z) 2 m (X, ).
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Bizonyitds. Legyen s egy ut a-bol a’-be. Ekkor definidlhatjuk a Ts: F(X,z) — F(X,2') leképezést az f —

S * f* s képlet altal (5 az s ut ,yvisszafele”). Azt allitjuk, hogy T izomorfizmust indukal 7 (X, z) és m (X, 2')

kozott. Az vilagos, hogy ha f és g homotop F(X, x)-ben, akkor Tsf és Tsg homotop F(X,a’)-ban. Tehéat Ty

valoban egy A;: (X, z) — 71 (X, 2") leképezést definidl. Be kell latnunk, hogy ez a leképezés izomorfizmus.
Az A, homomorfizmus, mert

Ts(f)«Ts(g) =5* frxsxsxgxs~5x frgxs=T(fxg).
Most vegyiik észre, hogy ha s ~ s’; akkor Ay = Ay és hogy Ag, 0 A, = Ag,4s,, €z€rt
idr, (x,2) = A konstans » = Asxs = As 0 Az, valamint
idr, (x,0') = A konstans o = Ases = Az 0 As.
Tehat A, valéban izomorfizmus. O
Vegyiik észre, hogy a most mutatott 71 (X, z) = 7 (X, ') izomorfizmus fiigg az s ut valasztasatol.
7.1.16. tétel. Ha 71 (X, ') kommutativ, akkor As nem fiigg s vdlasztasdtol.

Bizonyitds. Azt kell bizonyitanunk, hogy barmely két s és s1, az x pontot z’-vel 6sszekots dtra és barmely u,
x kezdGpontu hurokra 3 * u * s ~ 81 * u * s1. Ezt bizonyitjak a kovetkezsk:

SkUKS~ S 8] kSkUKS~ S *(S1 %) kUkS~ T *uU*(S]%5) kS~ T *U*Sq.

7.2. Egyszeresen 0Osszefiiggd terek

7.2.1. allitas. Ha X itszeriden dsszefiiggd, akkor a kovetkezdk ekvivalensek:

(1) m(X,x) =0,

(2) minden hurok (kététten) 0-homotdp,

(3) minden hurok szabadon 0-homotdp (mint S* — X leképezés),

(4) minden S' = 0D? — X folytonos leképezés kiterjeszthets D?-re,

(5) barmely két it, melyek kezdd- és végpontjai megegyeznek, homotdp (végpontokon kotétt homotdpidval).

Bizonyitds. Az (1) & (2) = (3) kovetkeztetések nyilvanvaloak.

(3) = (4): Legyen f: S' — X. Mivel ez szabadon 0-homotop, igy létezik H: S x I — X homotopia,
melyre H;: S' — X konstans. Legyen a D? kérlap az r origotol mért tavolsaggal és a ¢ € S* z-tengelytél
mért szoggel parametrizélva. Ekkor az F': (r,1) + H (1), 1—r) leképezés D2-bsl X-be képez (felhasznalva, hogy
F(0,%) fiiggetlen 1-t61) és kiterjesztése f-nek. Valojdban az tortént, hogy az S! x I hengerpalést felsé peremét
egy pontta csiptiik Ossze, és észrevettiik, hogy a H atvezethetd ezen a faktortéren (mivel az Gsszecsipett részen
kontans), ami viszont D?-vel homeomorf.

(4) = (5): Kossék ossze az u és v utak az x és y pontokat. Ekkor az u * v ut felfoghato egy S1 — X
leképezésnek. Ez kiterjed egy F': D? — X fiiggvénnyé. Azonositsuk ezt a kérlapot az I x I azon faktorterével,
melyet az (0,t) ~ (0,t'), (1,t) ~ (1,t') ekvivalencia definial. Ha a faktorleképezést ¢-val jeloljiik, akkor megfelel
parametrizacidval a F o g szolgédltatja a kivant homotdpiét.

(5) = (2) Nyilvanvalo, hiszen a hurok is tt. O

7.2.2. definicié. Ha egy tér rendelkezik az elézé allitas ekvivalens tulajdonsagaival, akkor egyszeresen dssze-
fiiggdnek mondjuk.
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7.2.3. feladat. Adjunk példat arra, hogy nem egyszeresen Osszefiiggs térben a hurkok szabad és kotott homo-
topidja nem ekvivalens.

Az S! kérvonal egy kitiintetett pontjat hivjuk egyszertien 1-nek (arra gondolunk, hogy 1 € S' ¢ C). Ekkor
a hurkok természetesen felfoghatok (S1,1) — (X, xg) leképezéseknek. Legyen u: (X, x¢) — (Y, o) folytonos
fiiggvény. Minden f: (S',1) — (X, x¢) hurok egy g: (S!,1) — (Y, yo) hurkot hatéroz meg a g = uo f formula
alapjan.

7.2.4. allitas. Ez a h: F(X,x0) — F(Y,yo) leképezés eqy m (X, x0) — m1(Y,y0) homomorfizmust hatdroz
mey.

Bizonyitds. Meg kell mutatni, hogy homotop f és g hurkok esetén h(f) és h(g) is homotop. Ez igaz, hiszen
az [ és g kozti homotopiat az u-val kompondalva h(f) és h(g) kozti homotopiat kapunk. A csoportmiivelet
megmaradasinak bizonyitasa éppen ilyen egyszerd, ezt az olvaséra bizzuk. O

7.2.5. definicié. Az u: (X, 20) — (Y, yo) folytonos fiiggvény altal igy definialt
71 (X, z0) — (Y, 90)
homomorfizmust az u altal indukdlt homomorfizmusnak mondjuk és u.-gal jeloljiik.

7.2.6. allitas. Az (X,xz9) — m1(X,x0) fundamentdlis csoport operdcid (kovaridns) funktor a pontozott terek
kategdridjabol a csoportok kategoridjaba. 0

(X,20) — (Y,yo) folytonos fiiggvények. A fenti funktor nyilvan az f morfizmust az f.-ba viszi. Az allitas
nyilvanvalo, hiszen az

(1) fuoge=(f0g)
(2) (idx)s = idq, (x)

allitasok trivialisak.

7.3. Feddterek

7.3.1. definicié. A p: (E,eq) — (B, bo) leképezést feddleképezésnek (fedésnek) nevezziik, ha minden b € B-
nek létezik egy olyan U kdrnyezete, hogy p~'(U) = UV, diszjunkt uni6 (V,-k nyiltak), és minden a-ra a
plv, : Vo — U megszoritas homeomorfizmus.

7.3.2. példa. A ¢: R — S t — (cost,sint) leképezés egy fedés. Fedés tovabba az S' — St 2z +— 2"

fiiggvény is, ahol S'-et a komplex egységkornek képzeljiik. Ezen példakbél a tovabbi R x S* g1 51

RxREZSR x St és R x RS x ST fedések készithetdk.

7.3.3. feladatok. (a) Keressiink S' x I — Mobius-szalag fed6leképezést.
(b) Keressiink torusz — Klein-kancso feddleképezést.
7.3.4. tétel. Ha B Gsszefiiggd, akkor p=1(b) szdmossdga minden b-re ugyanannyi.

Bizonyitds. Legyen r egy szémossag. Jelolje B, azokat a b € B-ket, melyekre |p~1(b)| = x. A lokalis tri-
vialitasbol lathato, hogy minden B, nyilt halmaz. Ugyanakkor mindegyik zart is, hiszen nyiltak uni6janak
komplementere. Tehat B OsszefliggGsége miatt létezik egy olyan x, melyre B = B,. O

Ezt a szamossagot a fedés rétegszamdnak hivjuk.

7.3.5. tétel (Fedd utak tétele). Legyen p: (E,eq) — (B, bg) feddleképezés.
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(A) Ha u egy ut B-ben, melynek kezddpontja by, akkor létezik eqyértelmien egy v it E-ben, melynek kezddpontja
eo, éspov =u (& v fedi u-t, vagy v az u felemelése).

(B) Ha vy, vy kiz0s eq kezddponti utak E-ben, és p o vy ~ po vy a végpontokon kétott homotdpidval, akkor vy
€s vo 18 homotop a végpontokon kétott homotopidval.

7.3.6. megjegyzés. Specidlisan a (B) részbdl azt is megtudjuk, hogy v1 és ve végpontja megegyezik.

Bizonyitds. (A) Tekintsiik azokat a nyilt B-beli halmazokat, melyek felett a fedés trivialis, vagyis azokat az
U C B-ket, melyekre p~1(U) = UV, (diszjunkt uni6), ahol minden V,, homeomorf U-val (nevezziik ezeket ,elemi
halmazoknak”). Ezek a halmazok B-nek egy nyilt fedését adjék, hiszen definici6 szerint minden b € B-nek van
egy ilyen kornyezete. A Lebesgue-lemma szerint létezik az I intervallumnak egy olyan ¢; felosztéasa, melyre u(t;)
és u(t;y1)-hez létezik egy mindkettdjiiket tartalmazo fenti tipust U; halmaz. Mivel ismerjiik p~!(U;)-t minden
i-re, konnyen kiterjeszthetjiik folytonosan v-t [t;, ;1 1]-re (igy, hogy fedje uly, 4,,,)-et), ha mar ismerjiik értéket
t;-n. Ezt megtessziik sorra a [to,t1], [t1,t2], ... intervallumokra és kapunk egy a feltételeknek megfelels v utat.
Az egyértelmiiség a konstrukciobol adodik.

(B) A feltétel szerint létezik egy Hy;: I — B homotoépia, melyre Hy = p o vy, Hy = po vy, H (0) = by,
Hi(1) = ¢ € B. Ismét a Lebesgue-lemmat hasznéalva kapjuk, hogy létezik az I intervallum olyan t; és s;
felosztasa, melyre a [t;,t;11] % [s;, s;+1] téglalap H-képe minden 1, j-re egy ,elemi” U;; C B nyilt halmazban
van. Megmutatjuk, hogy H-t fel lehet emelni egy megfelelé6 G, most mar E-beli homotdopiava, vagyis létezik
egy G: I x I — E homotoépia, melyre po G = H és G(0) = eg. Ezt elGszor a [0,t1] x [0, s1] téglalapra tessziik
meg az ,elemi” tulajdonsag segitségével, majd [t1,t2] X [0, s1]-re, s igy tovabb, majd ha ezt a [0, 1] x [0, s1] séavot
befejeztiik, ugyanigy megtessziik a kovetkezd [0, 1] % [s;, sj+1] sdvokkal j = 1,2,.... Végiil megkapjuk a kivant
tulajdonsagt G homotopiat vy és ve kozott. O

7.3.7. kbvetkezmény. Ha (E,eq) —=(B,by) fedés, akkor p,: w1 (E,eq) — m1(B,by) monomorfizmus.

Bizonyitds. Egy eg kezdGponti E-beli f hurok képe p-nél legyen egy by kezd6ponti g hurok. Ha g 0-homotop,
akkor g felemelése és a konstans by fliggvény eg kezd6ponti felemelése E-ben homotép. Viszont a felemelés
egyértelmiisége miatt ez a két E-beli hurok csak f és a konstans ey hurok lehet. Tehat f is 0-homotop. 0

7.3.8. feladat. Lassuk be, hogy a |m (B, bo) : Im(p«)| index megegyezik a fedés rétegszaméaval.
7.3.9. tétel. m(S1,1) =2 Z.

Bizonyitds. Tekintsiik a : (R,0) — (S*,1), t — (cost,sint) fedést. (Az el6z6 feladat szerint azt mar tudjuk,
hogy 71(S') megszamlalhatoan végtelen.) Tekintsiink egy v € F(S!,1) hurkot. Ennek a fenti tétel szerint
létezik egyértelmi v felemeltje R-be. Nyilvan v(1) = 27n,n € Z. A tétel (B) része szerint azt is tudjuk,
hogy egy u-val homot6p hurok felemeltje homotdp v-vel, igy specidlisan végpontja megegyezik v végpontjaval.
Tehat a fenti n egész szdm az u homotdpiaosztilyara jellemzs, vagyis kaptunk egy

¢: 7r1(51,1) —Z, lul—n

leképezést. Ez a leképezés sziirjektiv, ezt mutatja az u,(t) = (cos 2nnt, sin 2n7t) hurok, melyre ¢([u,]) =n. A
feds utak tétele miatt ¢ injektiv. Azt kell csak belatnunk, hogy homomorfizmus. Ez pedig kévetkezik abbol,
hogy wy, * U, ~ Up4m. Ugyanis (a homotopia direkt megmutatésa helyett) lathato, hogy w, felemeltje 27n-ben
végzodik, az u, hurok 27n kezddponta felemeltje 277n + 2wm-ben végzsdik, mig wu,, ., felemeltje 27 (n+m)-ben
végzddik. Ezzel dllitasunkat belattuk. O

7.3.10. kévetkezmény (Borsuk-tétel). Nem létezik olyan folytonos f : D* — dD?*(= S') fiigguény, melyre
f‘@DQ = idaD2.

Bizonyitds. Ha lenne ilyen f fliggvény, akkor az

steprligt
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kompozicié az identitas lenne, de akkor a fundamentalis csoportokon a
m(S',1) <55 (D% 1) L5y (51 1)
kompozici6 is a Z — Z identités lenne. Ez viszont lehetetlen, hiszen 71(D?,1) = 0. O

7.3.11. tétel. m (RP™) = Zy, han > 1.

Bizonyitds. Az allitas kovetkezik abbol, hogy a p: (S™,z2) — (RP", +z),  — (z, —z) leképezés 2-réti fedeés.
Emiatt ugyanis (mivel tudjuk, hogy 71 (S™) = 0, ha n > 1) 71 (RP™) elemszédma 2, és Z» az egyetlen 2 rendi
csoport.

Vizsgéljuk meg mégis ezt a p fedést. Legyen u egy hurok (RP™,+x)-ben. Ekkor ennek a v felemeltjének
v(1) végpontja vagy x, vagy —x. Ha z, akkor v 0-homotép S™-ben, és a homotépiat p-vel komponalva kapjuk,

hogy u is 0-homotép RP™-ben. Ha viszont v(1) = —z, akkor u nem 0-homotop, hiszen ez esetben a homotépia
felemeltje v-t is 0-homotoppa tenné, ami mér csak azért sem lehet, mert kezds- és végpontja kiilonbozs. O

7.3.12. megjegyzés. Az utobbi két tételben hasznalt modszer gyakran hasznélhatéd bizonyos terek fundamen-
talis csoportjanak kiszamolasara. Az dltalanos elmélet lényege a kovetkezs. A p fedés egy fedGtranszformécio-
janak mondunk egy f: F — E homeomorfizmust, ha p o f = p (nem kotjiik ki, hogy eg fixen maradjon). A
fed6transzformaciok egy FT'(p) csoportot alkotnak a kompozicié miveletére. Igaz a kovetkezs azonossag:

FT(p) = Ny, (Bbo) (P+T1(E, €0)) [ pemi(E, e0),

ahol N (szokasos modon) a normalizatort jelenti. A fenti két tételben olyan fedést mutattunk, melyre w1 (E, eg) =
0; ezt univerzdlis fedésnek hivjuk. Ilyenkor a fenti izomorfizmus azt jelenti, hogy FT(p) = 71(B, bp).

7.4. Szorzat fundamentalis csoportja

7.4.1. tétel. m (X x Y, (2,y)) 2 m (X, z) x 7 (Y, y).

Bizonyitds. Legyen u egy X x Y-beli hurok (z,y) kezdGponttal, és ennek vetiiletét X-be illetve Y-ba jeloljiik
Uy = pr1 o u-val, illetve u, = pro o u-val. Kénnyen ellenérizhets, hogy az u — (ug,u,) leképezés atvihets egy,
a fundamentalis csoportok kozti [u] — ([ug], [uy]) leképezésbe, hiszen a megfelel6 homotopia vetiilete szintén
homotoépia lesz X-ben és Y-ban. Annak egyszerd belatasat, hogy ez a fiiggvény bijektiv homomorfizmus, az
olvaséra bizzuk. O

7.4.2. példa. A térusz fundamentalis csoportja tehdt 1 (St x S1) = w1 (St) x m(SY) =Z x Z.

Ez utoébbi példa bizonyitja, hogy S? (melynek fundamentalis csoportja 0) nem homeomorf S x Sl-gyel.
Ennél valgjaban tobb is igaz: nem létezik koztiik lokalis homeomorfizmus sem.

7.4.3. definicié. Egy f: X — Y filiggvényt lokdlis homeomorfizmusnak neveziink, ha f sziirjektiv és minden
x € X-nek létezik olyan U kérnyezete, melyre f|y: U — f(U) homeomorfizmus.

7.4.4. allitas. Nem létezik S' x S' — S? lokdlis homeomorfizmus.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f egy ilyen lokalis homeomorfizmus. ElSszor azt allitjuk, hogy egy p € S? pont
Gsképe véges halmaz. Ugyanis, ha végtelen lenne, akkor S' x S kompaktsiga miatt létezne ¢ torlodasi pontja.
Ekkor viszont nem létezik ¢ € S' x S'-nek olyan kirnyezete, melynek képe csak egyszer fedi le p-t, s igy f
nem lokalis homeomorfizmus. Jeldljik g1, ..., qx-val p Gsképeit. Mivel f lokilis homeomorfizmus, igy ezeknek
léteznek U; kornyezeteik, melyekre f|y, homeomorfizmus a képre. Ekkor

V, =i f(U;) — f(S" x ST = U;U;)

kornyezet megfelel ,elemi” kornyezetnek, tehat f fedés.
Ebbél az kovetkezik, hogy f.: m1 (St x St q1) — 71(S?%,p), Z x Z — 0 homomorfizmus injektiv. Ez pedig
ellentmondaés. d
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7.4.5. megjegyzés. A masik iranyban (S? — St x S1) sincs lokélis homeomorfizmus. Ugyanis, csaktigy, mint
az el6z6 bizonyitésban, ha lenne, akkor az fedés lenne, melynek rétegszdma véges. A |my (St x S1) : p.mi(S?)]
index viszont sziikségképpen végtelen, igy ellentmondast kapunk.

7.4.6. tétel. RP 2 RY, ha p #q.

Bizonyitds. A tételt csak p = 1,2 értékekre bizonyitjuk most, a tobbire késgbb visszatériink (|14.2.7| kévetkez-
mény).

p = 1. Az RL-b6l egy pontot elhagyva nem Osszefiiggs teret kapunk, mig barmely nagyobb g-ra R? — {0}
Osszefiiggs. Tehat nem lehetnek homeomorfak.

p = 2. Lathato, hogy 71 (R? — 0, P) = m1(S! x nyilt félegyenes) = 71 (S! x R) & Z, mig

1 (R?—0,Q) =2 m (ST x R) =20, amint ¢ > 3.
(A fundamentalis csoport kezdSpontjat nem konkretizaltuk, hiszen Gsszefiiggs terekrdl van sz0.) O

7.4.7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy R? egyetlen nyilt részhalmaza sem lehet homeomorf egyetlen R%-val sem
q # 2-re.

7.5. Homotopikus ekvivalencia

7.5.1. definici6é. Az f: X — Y leképezést homotopikus ekvivalencidnak nevezziik, ha létezik g: ¥ — X
fliggvény, melyre fog ~ idy és go f ~ idx. Az X és Y tér homotopikusan ekvivalensek, ha létezik koztiik
homotopikus ekvivalencia. (Nyilvanvalo, hogy a homotopikus ekvivalencia egy ekvivalenciarelacio.)

7.5.2. allitas. Homotopikusan ekvivalens utdsszefliggd terek fundamentdlis csoportja izomorf.

Bizonyitds. Az allitds nyilvanvald, ha a homotopikus ekvivalenciat bizonyito f és g leképezések az xg és yq
kezdGpontokat egymésba viszik, tovabbé az fog és idy, valamint a go f és idx k6z6tti homotopidk fixen tartjak
a kezd6pontokat, hiszen ekkor f. o g. = idy, (v,y) €S g« © fu = idy (x,4)- Az altalanos esetben sziikségiink
lesz a kovetkezd két lemmara, melyek leirjak a kezd@pontok mozgatasanak, illetve a kezdGpontokat mozgatd
homotoépiak hatasat a fundamentalis csoporton a Tételbeli A, a kezdSpontot a v iv mentén &tvivs
izomorfizmusok segitségével:

7.5.3. lemma. Ha f: X — Y folytonos leképezés, és v : I — X egy it v(0) = xo-bol v(1) = x1-be, akkor az
Je@o) : T1(X,w0) = m1(Y, f(20)) homomorfizmus és az fi(y,) : m1(X,21) = m1(Y, f(21)) homomorfizmus kézitt
a kéovetkezd a kapcsolat:

fi(a) = Afoy © fu(ao) © A5

Bizonyitds. Tetszbleges x1-ben kezd6d6 w : I — X hurokra

Afory © fawo) © A3([u]) = Afoy © fuqae)([y xux7]) =
= Afoy([foyx foux for]) =
= [fou]l = fuq)([u]).

O

7.5.4. lemma. Legyen h : Z — Z a Z topologikus tér egy dnmagdba mend leképezése, mely homotdp az iden-
titdassal; jeléljon H eqy homotopidt Hy=idy és Hy = h kézdtt. Legyen zo € Z eqy tetszdleges pont, tovdbbd
~v(t) = He(20). Ekkor a hy : m(Z,z0) — m1(Z, h(20)) homorfizmus megegyezik a Tételbeli A, izomorfiz-
mussal (a kezddpont v menti dtvitelével).

Bizonyitds. Tetszoleges zo-ban kezd6ds u hurokra tekintsiik a kovetkezs leképezést: H o (u x idy) : I? — Z,
(s,t) — Hi(u(s)). Ennek megszoritasa a négyzet alsé (I x {0}) oldalara az u hurok, felsé (I x {1}) oldalara a
h o u hurok, a két fiiggsleges ({0} x I, illetve {1} x I) oldalra pedig a v gorbe. Ezért 5 * u * v homotép howu
-val, vagyis A, ([u]) = h([u]) és ezzel a lemmaét belattuk. O
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A Lemmébol kovetkezik, hogy (f © g)« = fu(g(yo)) © 9xwo) : M1 (Y %0) — 7(Y, f(9(y0))) és (go f)« =
G (f(w0)) © fr(zo) : T1(X, 20) — (X, g(f(20))) izomorfizmusok, tehat g.(y,) €8 fi(zo) iNjektiV, fi(geyoe)) €S G(f(z0))
pedig sziirjektiv leképezések. A Lemma miatt fy(g(y,)) sziirjektivitdsabol kovetkezik f, ;) sziirjektivitasa,
igy ez utobbi leképezés izomorfizmus, és ugyanigy g.(y(a,)) sziirjektivitdsabol kovetkezik g, (., sziirjektivitésa,

igy ez a leképezés is izomorfizmus.
O

7.5.5. példa. R™ homotopikusan ekvivalens az egypontd térrel. R® — 0 homotopikusan ekvivalens S~ !-gyel.

7.5.6. definicié. Az A C X altér retraktuma X-nek, ha létezik f: X — A leképezés, melyre f|4 = ida.
Ekkor f-et retrakcionak nevezziik. Az i: A C X altér deformdcids retraktuma X-nek, ha létezik f: X — A
retrakcio, melyre io f ~idx és foi ~idy4.

7.5.7. példa. S"~! C R" — 0 deformacios retraktum. D? C R? deforméciés retraktuma R2-nek.
Vegyiik észre, hogy a Borsuk-tétel azt mondta ki, hogy 0D? nem retraktuma D?-nek.
7.5.8. tétel. A Mébius szalagnak nem retraktuma a pereme.

Bizonyitds. Hivjuk a Mdbius-szalagot M-nek. Feladat: M kdzépvonala deformacios retraktuma M-nek. Ebbdl
kovetkezik, hogy 71 (M) = Z. Ezenkiviil M pereme, mint beagyazott S, +2-t reprezentél 7 (M )-ben.
Ha létezne f: M — OM retrakcid, akkor a fundamentalis csoportokon a

(M) — 11y (M) —= 71 (OM)
Z

Z Z

kompozicié az identitas lenne, ez viszont lehetetlen. O
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8. fejezet

Topologikus csoportok

8.1. Topologikus csoportok

8.1.1. definicié. A G halmaz topologikus csoport, ha G topologikus tér, csoport és a csoportmiveletek (vagyis
aG xG— G, (z,y) — zy szorzés és a G — G, x — x~! inverz képzés) folytonosak.

8.1.2. megjegyzés. A csoportmiiveletek folytonossaga helyett elég feltenni a latszolag gyengébb, de valojaban
ekvivalens feltételt, miszerint az (x,y) — xy~! leképezés folytonos.

8.1.3. allitas. Ha egy topologikus csoport Ty-tér, akkor Ts-tér is.

Bizonyitds. Ha G Ti-tér, akkor az egyelemii halmazok zértak, tehat {1} zart. Ennek Gsképe az (z,y) > xy~!

fiiggvénynél pontosan a {(g,9) | g € G} atlo. Mivel az atlo zart, igy a allitas alapjan G To-tér. O
8.1.4. allitas. Egy G topologikus csoportban az egységelem dsszefliggd komponense normdloszto.

Bizonyitds. Legyen N ez az Osszefiiggé komponens. Vegyiik észre, hogy minden g € G-re gN,Ng,g ' Ng
Osszefiiggs. Ebbol kovetkezik, hogy N U g 1 Ng is 6sszefiiggs halmaz (az egységelem benne van a metszetben).
Tehat g~ Ng C N. Mar csak azt kell bizonyitani, hogy részcsoport. Legyen € N. Ekkor az 2~ ' N Osszefiiggs
és tartalmazza az egységelemet, igy része N-nek. Viszont tartalmazza xz~'-et is, tehdt 2=' € N. A szorzas
zartsdgara vonatkozoé feltétel bizonyitasa hasonlo. O

8.1.5. megjegyzés. A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy G Gsszefligglségi komponensei elGallnak, mint N jobb-
(bal-)oldali mellékosztalyai. Tehat a kovetkezs egzakt sorozatban:

0—N—>G—G/N—0

a G/N-hez természetesen rendelt topologia — az N mellékosztalyai szerinti faktortopologia — totalisan Gssze-
fliggéstelen.

Legyen ugyanis K a G/N egy OsszefiiggGségi komponense. Jeldlje p : G — G/N a projekciot, és legyen
L = p~1(K). Megmutatjuk, hogy L dsszefiiggs, igy egyetlen mellékosztalybol all, tehat K egyetlen pont.

Legyen L = UUV egy felbontasa L-nek két diszjunkt, L-ben nyilt halmaz uniéjara. Ekkor minden L-beli N-
mellékosztaly is felbomlik. Am mivel N 6sszefiiggd, és igy N mellékosztalyai is azok, ezért mindegyik felbontas
csak trivialis lehet. Azaz minden L-beli mellékosztdly benne van vagy U-ban, vagy V-ben. Ez azt jelenti, hogy
U és V un. telitett nyilt halmazok — a p-nél vett képeik nyilt halmazok G/N-ben. Masrészt diszjunktak is
(hiszen nincs olyan mellékosztély, amelyik U-ba is és V-be is belemetszene). De akkor K = p(U) U p(V) egy
diszjunkt nyilt halmazokra bontasat adja a K Osszefiiggd halmaznak. Ez csak ugy lehet, ha az egyik iires,
mondjuk p(U) = 0. Am ekkor U is iires, tehat L valoban dsszefiiggs.

8.1.6. példa. (R,+), (Z,+) topologikus csoportok, az el6bbi az euklideszi, az utobbi a diszkrét topologiaval.
Szintén topologikus csoport az S', melyen a csoportstruktiira az S' C C-bél adédo komplex szorzas.
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8.1.7. példa. A kovetkezs topologikus csoportok gyakran hasznalatosak:
GL,(R) : n x n-es nem-szingularis valés matrixok halmaza.
GLI(R) : mn X n-es pozitiv determinénst métrixok halmaza.
SL,(R): n X n-es 1 determinanstt métrixok halmaza.
O(n) : n x n-es ortogonalis matrixok halmaza.
SO(n) : n x n-es speciélis ortogonélis (ortogonélis és 1 determinansi) matrixok halmaza.
Ezeken a halmazokon a csoportmiiveleten a szorzast értjiik, mig a topologiat a mindegyiket tartalmazoé RY

8.1.8. megjegyzés. Az S3 gombfeliileten is megadhat6 topologikus csoport struktira, méghozza a kvaternio-
szorzas altal, hiszen
S3={x4yit+zj+ovk |z +y?+22+0% =1}

8.1.9. feladatok. (a) Mutassuk meg, hogy topologikus csoportban egy részcsoport (norméloszté) lezarasa is
részcsoport (norméaloszto).

(b) Mutassuk meg, hogy R minden részcsoportja vagy diszkrét topologikus tér (s ilyenkor mint csoport & Z),
vagy mindenhol str.

(c) Mutassuk meg, hogy SO(2) = S1. (Izomorfizmuson itt topologikus csoportok kzti izomorfizmust értiink,
vagyis olyan homeomorfizmust, mely csoportizomorfizmus is.)

(d) Mutassuk meg, hogy SO(4) homeomorf S® x SO(3)-mal. Igaz-e, hogy e két topologikus csoport izomorf?
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I1. rész

Masodik félév
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9. fejezet

A fundamentalis csoport kiszamitasa

9.1. Van Kampen tétele

Legyen X = X; U X5 ahol X, X, X, utosszefiiggs terek, X1, Xs nyilt alterek X-ben és X7 N X, ttdsszefliggd.
Ekkor X fundamentalis csoportja a kovetkezéképpen szamolhaté ki az X1, X5, X7 N X5 fundamentalis csoport-
jainak és az i1: X1 N Xy C Xy, illetve io: X7 N X5 C X5 bedgyazasok altal indukalt homomorfizmusoknak a
segitségével (a kezd6pont minden esetben egy rogzitett xo € X1 N Xo pont): Tekintsiik 71 (X;) egy prezenté-
ci6jat, legyen tehat G a generatorok, Ry pedig a relaciok halmaza. Hasonl6an legyen Go a generatorok, Ry a

generdtor-halmaz az R = Ry U Ry U Ry reldcidkkal, ahol Ria = {i1.(a) = i2.(a) | Vo € m1 (X1 N X2)}.

Bizonyitds. Lassuk be elGszor, hogy G generatorrendszer. Legyen tehat w: [0,1] — X egy tetszdleges hurok xg
kezdGponttal. A Lebesgue lemmat az u folytonos leképezésre és az X = X; U Xy nyilt fedésre alkalmazva azt
kapjuk, hogy létezik a [0, 1] szakasznak olyan 0 =ty < t; < --- < t, = 1 felosztéasa, hogy minden i-re (0 < i < n)
vagy u([ti—1,t:]) C X1, vagy u([ti—1,t;]) C Xo. Kossiink Gssze minden u(t;) pontot a rogzitett xp € X7 N Xo
ponttal egy s; ut segitségével a kovetkezSképpen:

(i) Ha u(t;) = xo, akkor legyen s; a konstans x( ut.
(i
(iii

i
(iv

)
) Ha u(t;) € X1 N Xy, akkor az s; ut haladjon X; N Xo-ben.
) Ha u(t;) € X1, akkor az s; ut haladjon X;-ben.
) Ha u(t;) € Xo, akkor az s; ut haladjon Xs-ben.

Legyen w; = ul|[t;—1,t;] és legyen @; = s;—1u;S;, valamint 4 = @1Us...u,. Nem nehéz beldtni, hogy u és @
homotoépok, masrészt minden @; képe benne van vagy Xi-ben, vagy Xo-ben, és ezért a homotopiaosztalya elgall
G1 vagy G elemeibdl allo szoként. Ezzel megkaptuk, hogy G generalja a 71 (X) csoportot.

A kovetkezd 1épés annak belatasa lesz, hogy R elemei valoban relaciok. Ha két sz6 ugyanazt a homoto-
piaosztalyt adja m(X7)-ben, akkor 1 (X)-ben is ugyanazt kell adniuk. Ezért az R; relaciok mind teljesiilnek
m1(X)-ben. Hasonlo igaz az Ry relaciokra is. Egy X; N Xs-beli hurok homotopiaosztalyét felirva Gy elemeibdl
allo szoként (mint egy X;-beli hurokosztalyt), illetve egy Go elemeibdl all6 szoként (mint egy Xo-beli hurokosz-
talyt) e kettének 7 (X)-ben ugyanazt az elemet kell definidlnia. Kovetkezésképp az Rjs relaciok is teljesiilnek,
vagyis R elemei relaciok lesznek m (X)-ben.

Végiil azt kell megmutatnunk, hogy minden 71 (X )-beli relacié kovetkezik az R = Rq U Ry U Ry relaciokbol.
Némileg pontatlanul fogalmazva a kovetkezs allitas belatasa lesz a bizonyitas lényege: Ha u egy X-beli (zq
kezdSponti) hurok és létezik egy X-beli (végpontokban régzitett) homotopia, mely sszekoti u-t a konstans g
hurokkal, akkor létezik olyan, e két hurkot 0sszekdts homotodpia is, mely elGéall olyan homotopidk egymésutani
alkalmazasaként, melyek soran vagy
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X
Xy

9.1. dbra. van Kampen tétele

(a) a hurok egy X;i-beli részét vetjiik ala egy X;-beli (végpontokban rogzitett) homotopidnak, vagy
(b) a hurok egy Xs-beli részét vetjiik ala egy Xo-beli (végpontokban rogzitett) homotopianak, vagy
(¢) a hurok egy X; N Xs-beli részhurkat eddig X;-ben tekintettiik, és most ezt Xo-beli hurokként irjuk fel.

Legyenek tehat F(G), F(G1) és F(G2) a G, Gy, ill. G2 abécék altal generalt szabad csoportok, 6;: F(G1) —
m1(X1), ill. O3: F(G2) — m(X2) pedig a megfelel§ epimorfizmusok. Ezek természetes modon egy 0: F(G) —
71(X) homomorfizmust definidlnak, melyrdl fentebb belattuk, hogy epimorfizmus. Minthogy F(G) = F(Gy) *
F(G2), a 6 homomorfizmus a 6 = (i1, 0 61) * (i2. 0 f3) formulaval definidlhat6. Legyen tehat w egy olyan G-beli
betiikkel felirt sz6, mely m1(X)-ben a trividlis elemet reprezentalja — azaz w € F(G) és O(w) = 1. Azt kell
belatnunk, hogy w benne van az R relaciok, mint F(G)-beli elemek altal generalt normélosztoban. A Gy-beli
bettik mindegyikéhez vélasszunk egy X;-beli hurkot az adott homotdpiaosztalybol. (Azaz minden g1 € Gy
bettihoz valasztunk egy, a 61(g1) € m1(X1) homotopiaosztéalyt reprezentalé Xi-beli hurkot). Hasonléan tegyiik
ezt meg a Ga-beli betiikhoz (azokhoz persze Xa-ben valasztunk ket reprezentalo hurkot).

Képezziik a most kivalasztott hurkok szorzatat a w szénak megfelels modon. (Vagyis vegytik el6szor a w-t
alkoto elsd betiinek megfelel¢ hurkot, majd a mésodik bettinek megfelelst stb. és képezziik e hurkok szorzatat.)
Eredményiil egy olyan X-beli hurkot kapunk, mely X; és Xo-beli hurkok szorzataként &ll els. Jeloljiik ezt a
szorzatot u = ujus . .. ug-vel (itt tehéat u; € Q(X7) vagy Q(X32)). A feltétel szerint « null-homotop. Legyen H az
u-t a konstans hurokkal 6sszek6t6 homotopia. (Azaz H megszoritasa a négyzet felss vizszintes oldalara u, a tobbi
oldalon pedig konstans zy.) Alkalmazzuk ismét a Lebesgue lemmat, most a H: [0,1] x [0,1] — X leképezésre
és az X = X1 U X5 nyilt fedésre. Eszerint a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetnek létezik egy olyan finom felosztésa,
hogy minden egyes kis négyzet H menti képe Xi-ben vagy Xs-ben van. (A felosztas soran megtartjuk az
u = ujus . ..u felbontasbol szarmazo osztopontokat is.) Minden p € [0, 1] x [0, 1] osztopont képét egy alkalmas
sp Ut mentén az xo kezdSponttal kossiik Ossze, vagyis tekintsiink olyan sp: [0,1] — X leképezéseket, melyekre
5p(0) = zo, sp(1) = H(p) és (a kordbbihoz hasonléan):

(i) ha H(p) = zo, akkor s, a konstans z, ut,

) (
(i) ha H(p) € X1 N Xz, akkor s, képe C X3 N Xy,
(iii) ha H(p) € Xy, akkor s, képe C Xy,
) (p)

(iv) ha H(p) € Xo, akkor s, képe C Xs.
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Ekkor barmely két szomszédos racspontot 0sszekots szakasz egy X-beli hurkot reprezental: ha pg a két racspont
meghatéarozta szakasz, akkor a neki megfelel6 hurkot az s, - (H|pq) - 54 szorzat adja meg (ez nyilvan atparameé-
terezhet6 [0, 1]-re). Minden ilyen hurok vagy X;-beli vagy Xo-beli. Ezért minden ilyen hurokhoz kivalaszthato
(nem egyértelmien) egy F(G1)-beli vagy egy F(G2)-beli sz6 (melynek képe 61-nél vagy 62-nél épp az adott
hurok homotopiaosztalya), illetve ha a hurok a metszetben van, akkor mindkét szabad csoportbdl egy-egy sz6
— melyek definicio szerint Rjs-ekvivalensek. (E szavak kivalasztasa soran megtehetjiikk azt, hogy a konstans
hurokhoz a trivialis szot valasztjuk.) Speciélisan az u hurok, mely eddig a H-nak a négyzet fels§ vizszintes
oldalara valoé megszoritasa volt, most kicserélhets a fels§ négyzetoldal felbontasahoz tartozd hurkok szorzatara.
Ezek mindegyike X;-beli vagy Xs-beli hurok, igy az & m1 (X7 )-beli, illetve 71 (X2)-beli homotépiaosztélyait Gy,
illetve G2 betiivel felirva egy F(G)-beli w szot kapunk. Bar ezen 1 sz6 nincs w altal egyértelmiien meghatéroz-
va, de w-t6l el lehet jutni w-hoz R;-beli és Rao-beli relaciok alkalmazasaval. (Ugyanis minden alkalommal vagy
egy X1-be, vagy egy Xa-be es6 hurokrész X;-beli, illetve Xs-beli homotopiaosztalyanak tekintettitk F'(G1)-ben,
illetve F(G2)-ben egy mas felirasat.)

Most tehat elég belatni azt, hogy a kapott w sz6 R-beli relaciok alkalmazasaval a trivialis széra redukalhato.
A H leképezés a bal fels6 kis négyzet bal fliggsleges és fels vizszintes oldalara vald megszoritdsat cseréljiik
ki e kis négyzet masik két oldalara vett megszoritasara. Ha e kis négyzet H-nél vett képe X;-beli, akkor a
kapott j hurokhoz tartozo sz6 Ri-ekvivalens lesz F(G)-ben az eredeti hurokhoz tartozo szoval. Hasonléan ha
e kis négyzet képe Xs-ben van, akkor a kapott 1j sz6 Rs-ekvivalens az eredetivel. Ha a kovetkezd kis négyzet
ugyanazon X;-be képzédik H Aaltal, akkor ugyanezt az eljarast ismételjiik meg. Ha a masik X;-be megy, akkor
kozbe kell iktatnunk egy Ris ekvivalenciat (midén az eddig pl. Xi-ben felirt X; N Xo-beli hurokosztalyt most
Xo-ben irjuk fel, vagy forditva). Az eljarast folytatva végiil R-beli ekvivalencidkon at eljutunk a trivialis szoig
— ugyanis végiil a H-nak az alsé vizszintes oldalra vett megszoritasdhoz jutunk, ez pedig a konstans hurok.
Ezzel pedig belattuk, hogy 71 (X) = (G | R), a tétel bizonyitasa kész. O

9.2. Alkalmazasok

A van Kampen tétel els§ alkalmazasaként belatjuk, hogy minden végesen prezentélt csoport elgall mint valami-
lyen topologikus tér fundamentélis csoportja (9.2.7|4llitas). ElSbb azonban egy kis el6készitésre van sziikségiink.

9.2.1. definicié. Legyen (X, zg) és (Y,yo) két pontozott tér. (Pontozott téren egy olyan topologikus teret
értiink, melynek egy pontja ki van jelolve, esetiinkben ezek zg, illetve yo.) Ezen terek csokrdn vagy wedge
szorzatdn azt a (pontozott) teret értjiik, melyet az X UY diszjunkt uniobol kapunk az z¢ és az yo pontok
azonositasaval. (A kivalasztott pont az egymaéssal azonositott két kivalasztott pont lesz.) (X, zq) és (Y, yo)
csokrat X VY jeloli.

9.2.2. lemma. Tegyiik fel, hogy az (X,xq) és (Y,yo) pontozott terekben a kivdlasztott xo, illetve yo pontnak
létezik olyan Uy, , illetve V,, kornyezete, melynek a kivdlasztott pont szigori deformdcios retmktumtﬂ Ekkor
(X VY) am(X,x0) és m(Y,y0) csoportok szabad szorzatdval izomorf.

Bizonyitds. Fedjik le X VY-t az X UV, és Y UU,, nyilt halmazokkal, és alkalmazzuk a van Kampen tételt.
(Vegyiik észre, hogy a két nyilt halmaz metszete pontrahtuzhato, ezért fundamentélis csoportja trivialis, igy Rio
tipust relaciok nem lesznek.) O

9.2.3. kévetkezmény. n darab kiorvonal csokrinak (vagyis egy pontban ésszeragasztott n darab kérvonalnak)
a fundamentdlis csoportja az n elem dltal generdlt F,, szabad csoporttal izomorf.

Bizonyitds. Alkalmazzunk n szerinti indukciot. n = 1-re az allitas ismert; az indukcios 1épés pedig éppen az
el6z6 lemmabol kovetkezik. O

9.2.4. lemma. Legyen X régzitett topologikus tér, a ¢: 0D? — X folytonos leképezés homotdpiaosztdlydt
71 (X)-ben jelslje ). Tekintsiik azY = X U D? teret. (Y tehdt az X U D? diszjunkt unicbol gy dll el, hogy
]

L Azaz, e kornyezetek identikus leképezése homotép a konstans Uyzy — o, illetve Vi, — yo leképezéssel gy, hogy a homotopia
fixen tartja az xg, illetve yo pontot.
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minden q € OD? pontot azonositunk annak p(q) € X képével. Azt mondjuk, hogy az Y -t az X-bél vigy nyertiik,
hogy a D?* kérlapot odaragasztottuk X -hez a ¢ leképezés segitségével.) Ekkor mi(Y) = 71 (X)/{[¢]}, ahol {[o]}
a ¢ dltal generdlt normdloszto m (X)-ben.

(A fentiekben ki nem mondottan feltételezziik, hogy a kezddpont mindkét térben a (1) pont, ahol 1 € 9D? = S,
és ST jeloli az egységnyi abszolut értéki komplex szamok terét.) A lemma bizonyitdsahoz az aléabbi definiciora
lesz sziikségiink.

9.2.5. definici6. Legyen f: A — B folytonos leképezés. A C(f) (vagy Cyl(f)) teret — melyet f hengerének
neveziink — gy kapjuk meg, hogy az (A x [0,1]) U B diszjunkt uniéban minden (a,1) € A x [0, 1] pontot
f(a) € B-vel azonositunk.

9.2.6. megjegyzés. A homotopiaelméletben ,,minden leképezés bedgyazas". Ezen a — nem véletleniil idézGjelbe
tett — allitason a kdvetkezGket kell érteni: tetszéleges f: A — B leképezés esetén

(1) Cyl(f) tartalmazza az B teret és a 8: B C Cyl(f) bedgyazas homotopikus ekvivalencia.
(2) A is termeészetes modon része Cyl( f)-nek, ennek bedgyazasat jeloljik a-val.
(3) A Bo f leképezés homotdp a-val.
Ezért homotopiaelméleti szempontbél az f leképezés az a: A — Cyl(f) beagyazasra cserélhetd.

Bizonyitds lemmdé). Az Y tér homeomorf a C(p) U D? térrel. Alkalmazzuk a van Kampen tételt a

ldsl
kovetkezd szereposztassal: X; = C(p) \ D? és Xo = (C(p) \ X) U D?. Ekkor Y = X; U X2, X» homeomorf a
nyilt korlappal, X; homotopikusan ekvivalens az X térrel, X; N X pedig homeomorf az X; N Xy = S x (0,1)
nyilt hengerrel. Ilymoédon a lemma bizonyitasa a van Kampen tételbdl konnyen kovetkezik. O

9.2.7. allitas. Minden végesen prezentdlt csoport elddll mint egy topologikus tér fundamentdlis csoportja.

« s

Bizonyitds. Vegyiink egy G csoportot és rogzitsiik egy véges prezentaciojat. Minden generatornak feleltes-
siink meg egy S' korvonalat, majd vegyiik ezek csokrat. A relacidknak megfelel§ leképezésekkel a csokorhoz
korlapokat ragasztva (a lemma szerint) éppen egy megfelels teret kapunk. O

9.2.8. példa. Legyen : S' — S a z — 2" leképezés (k € Z \ 0). Ekkor az Y = S' U D? tér fundamentélis
©

csoportja Zyy -val, vagyis a |k| elem ciklikus csoporttal izomorf. Speciélisan k = 2 esetén Y = RP? a projektiv
sik. Igy egy tjabb bizonyitast nyertiink a 7 (RP?) ~ Z, izomorfizmusra.

Ahhoz, hogy ezen az Gton minden n-re belathassuk a m (RP") ~ Z5 izomorfizmust, sziikségiink lesz az alabbi
— a kés6bbiekben is igen hasznos — lemméra, mely azt irja le, hogy mi torténik a fundamentélis csoporttal

akkor, ha nem 2-dimenzios korlapot, hanem magasabb dimenzios golyot ragasztunk a térhez. (A valasz: semmi,
a fundamentalis csoport nem valtozik.)

9.2.9. lemma. Legyen X topologikus tér, p: D™ — X folytonos leképezés, és tegyiik fel, hogy n > 3. Tekintsiik
azY = X U D" teret. Ekkor m(Y) = m(X).
@

Bizonyitds. A bizonyitas ugyanigy megy, mint a lemma esetében; vegylik észre, hogy most (az n > 3
feltétel miatt) nemcsak az Xo térnek, de az X1 N Xo = S™~! x (0,1) metszetnek is trividlis a fundamentalis
csoportja. O

9.2.10. lemma. Legyen p: S"~' — RP"~! q standard kétréti fedés. Ekkor RP" = RP"~! U D",
p
Bizonyitds. A projektiv tér definicidja szerint D™ peremén az dtellenes pontokat azonositva kapjuk meg RIP™-t.

Ezen faktorizacié sordn a 9D"™ = S"~! térbél az RP"~! teret kapjuk. Tehat valoban, D" peremének pontjait
p-nél vett RIP"~!-beli képiikkel azonositva RIP"-t kapjuk. O

A fenti két lemma a m (RP™) &~ Z5 izomorfizmust implikalja n > 2 esetén.
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9.3. Magasabb dimenziés homotopikus csoportok

A fundamentalis csoport fogalmat altalanositva — S! — X leképezések helyett S™ — X leképezéseket vizsgalva
— a mp (X, o) n-dimenziés homotopikus csoportot kapjuk:

9.3.1. definicié. Jeldlje I"™ az n-dimenziés kockat, 0I™ pedig legyen ennek pereme. Legyen tovabba (X, zg)
egy pontozott tér. Egy (I",0I™) — (X, xo) folytonos leképezést X egy n-dimenzios szferoidjinak neveziink.
(Feltessziik tehat, hogy a leképezés soran a OI™ perem az xy pontba képzddik.) Az 6sszes n-dimenzios szferoid
halmazat jeloljik Q™ (X, zg)-lal. Q" (X, xg) elemei kozott (peremen kotdtt) homotopia értelmezhets, melyrsl
egyszerien belathato, hogy ekvivalenciarelaciot ad. A homotopiaosztalyok halmazat jeloljik 7, (X, zg)-lal. A
(X, z¢) halmazon csoportstruktirat a kovetkez6 modon adhatunk meg: I™ koordinatait jeldlje (¢1,to, ..., tn)
és legyen u, v két n-szferoid. Ekkor az

U(2t1,t2,...,tn) ha
U(2t1 - 1,t27 e ,tn) ha

tq
tq

—_ N

(uw+0)(t1,.. . tn) = {

o= O

I IA
IA N

definicio Q"(X,zo) egy djabb elemét adja, és konnyen lathato, hogy az ([u], [v]) — [u + v] hozzarendelés a
homotopiaosztalyok szintjén (tehat m,(X,xq)-on) csoportstrukturat hatédroz meg. Az igy kapott (tovabbra
is m, (X, x0)-lal jelolt) csoportot az X tér (zo kezdSponthoz tartozd) n-dimenzids homotopikus csoportjinak
nevezzik.

9.3.2. allitas. Ha n > 2, akkor a 7, (X, xq) csoport kommutativ.

Bizonyitds. Hazzuk ossze az I" kocka 0 < t; < I felét to irdnyban az als6 t, <  félre, a kocka masik felét
(% <t; <1) pedig a fels6 to > % félre. Most e két kisebb kocka egymassal megcserélhetd a kocka identitasanak
egy homotdépidja altal. E két kis kockat allandéan az u és v szferoidokkal leképezve, a kis kockakon kiviili részt
pedig allanddan az xy pontba képezve egy, az u + v szferoidot a v 4+ u szferoiddal 6sszek6td homotopiat kapunk.
Vagyis u + v homot6p v + u-val, tehét [u] + [v] = [u + v] = [v + u] = [v] + [u], amivel a bizonyitas kész. O

9.3.3. megjegyzés. A kezd6pont homotdpia sordn vald fixen tartasa (hasonléan a fundamentélis csoportrol
tanultakhoz) akkor fontos, ha 71 (X, z¢) nem nulla. Amennyiben (X, z() = 0, akkor a szferoidokat definial-
hatjuk, mint S™ — X folytonos leképezéseket, és a homotdpia tetszéleges szabad homotoépia lehet.

Legyen f: (X,xz9) — (Y,yo0) folytonos leképezés. A korabbiakhoz hasonléan f egy 7, (X, zo) = (Y, v0)

homomorfizmust indukal, és igaz lesz az is, hogy egy kompozicié altal indukalt homomorfizmus az indukalt

9.3.4. kovetkezmény. Ha X pontra hizhatd, akkor m,(X) = 0 teljesil minden n-re.

A késébbiekben latni fogjuk, hogy ha m < n, akkor m,,(S™) = 0 és m,(S™) # 0 (mert az identikus leképezés
nem homotop a konstanssal). Itt jegyezziik meg, hogy az Osszes 7,4, (S™) csoport a mai napig nem ismeretes.

9.4. Feladatok

1. Lassuk be, hogy egy (véges) graf fundamentélis csoportja szabad.

2. Hagyjunk el egy zart feliiletb6l k£ > 0 pontot. Lassuk be, hogy a maradék fundamentélis csoporja szabad.
Hany elem generélja? Mivel egyenls 71 (S? — k pont)? Hat 71 (T2 — k pont)?

3. Bizonyitsuk be, hogy egy G topologikus csoport fundamentélis csoportja kommutativ.
4. Mi U(1), SO(2), SU(2) és SO(3) fundamentalis csoportja?
5. Legyen X = S? Uaz egyenits sikjaban egy korlap. Mi lesz 1 (X)?

6. Szamitsuk ki 71 (St V S?)-t.

47



10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.
24.

. Keressiik meg a 8-as szamjegy (mint topologikus tér) egy egyszeresen Osszefliggs térrel vald fedését.
. A (valos) projektiv sikon két pontot Gsszecsiptiink. Mi a kapott tér fundamentalis csoportja?

. Léssuk be, hogy m (CP") = 0.

Legyenek p;: X; — Y fed6leképezések (i = 1,2), és tegyiik fel, hogy X; és X5 homeomorfak. Kovetkezik-e
ebbdl az, hogy létezik olyan h: X; — X5 homeomorfizmus, melyre py o h = p;?

Legyen X egyszeresen Osszefiiggs és g: Z — Y egy adott fedés. Lassuk be, hogy ekkor tetszéleges folytonos
f+ X — Y fiiggvényre létezik egy ¢: X — Z felemelt, vagyis egy olyan ¢, mely teljesiti a go p = f
egyenlGséget.

Lassuk be, hogy ha p: X — Y egy fedés, akkor m,(X) = 7, (Y) minden n > 2 esetén.

Legyen g: Z — Y adott fedés. Bizonyitsuk be, hogy egy f: X — Y fiiggvény pontosan akkor emelhetd
fel p: X — Z-vé, ha f.(m (X)) < g« (m1(Z2)).

Lassuk be, hogy ha p;: X; — Y (i = 1,2) két fedeés, és (p1)«(m1(X1)) = (p2)«(7m1(X2)), akkor van olyan
h: X1 — X5 homeomorfzmus, hogy ps o h = p;. (Ekkor a két fedést ekvivalensnek nevezziik.)

Szamitsuk ki 7o (St Vv §?)-t.
Szamitsuk ki 7, (A x B)-t m,(A) és 7, (B) ismeretében.

Tegyiik fel, hogy X utosszefliggs és lokalisan egyszeresen Osszefiiggs (vagyis minden x € X-nek létezik
egyszeresen Osszefiiggs kornyezete). Lassuk be, hogy ekkor létezik egy olyan p: X — X fedés, melyre
71(X) = 1. Lassuk be tovabba, hogy X ekvivalencia erejéig egyértelmi, 71 (X) hat X-en és X /m(X) =
X. ( Utmutatds: Legyen X = {¢:[0,1] — X | ©(0) = x0}/ ~, ahol ¢; ~ @, pontosan akkor, ha
©1(1) = (1) és a B, * 1 hurok X-ben nullhomotop. Legyen p: X — X a ¢ — (1) formulaval definialt
leképezés; X-ben a topologia bazisat pedig adja meg {[7¢ | U nyilt X-ben, ¢ € X, (1) € U}, ahol
Uy = {¢ € X | (1) € U és U-ban 6sszekdtve -t és -t nullhomotop hurkot kapunk}. Errsl az X-rol
lassuk be a feladatban leirt tulajdonsagokat.) X-t X univerzdlis fedésének nevezziik.

Legyen G < m1(X) egy részcsoport és X utOsszefliggs és lokalisan egyszeresen Osszefiiggs. Keressiink
olyan p: X¢ — X fedést, melyre p,.(m1(X¢q)) = G a m1(X) csoportban.

Lassuk be, hogy a p1: X3 — X és pa: Xo — X fedésekre pontosan akkor létezik egy h: X7 — Xa, a
paoh = py egyenletet kielégitd homeomorfizmus, ha (p1).(71(X)) és (p2)«(m1 (X)) konjugalt részcsoportjai
71 (X)-nek (azaz létezik egy olyan g € m1(X), hogy g~ (p1)«(7m1(X))g = (p2)«(m1(X))).

Bizonyitsuk be, hogy az univerzalis fed6tér fedi a tér valamennyi fedését.

Tegyiik fel, hogy egy G csoport gy hat az X téren, hogy minden p € X pontnak létezik olyan U kornyezete,
melyre U N gU = () minden g # 1 csoportelemre. Lassuk be, hogy ekkor az X — X/G faktorleképezés
fedés. (Az ilymodon elsallo fedéseket reguldris fedéseknek nevezziik.)

Bizonyitsuk be, hogy egy p: X — Y feddleképezés pontosan akkor regularis, ha a p, (7w (X)) < m(Y)
részcsoport normélosztoé.

Lassuk be, hogy minden kétrétii fedés regularis.

Lassuk be, hogy az F,, szabad csoport minden n-re beagyazhatd Fa-be. Szamitsuk ki egy ilyen bedgyazas
indexét.
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10. fejezet

Kis csomoéelmélet

10.1. Csomoék és csoportjaik

10.1.1. definicié. Az R3 (vagy S3) tér egy K C R3, az S! kérvonallal homeomorf részét csomdnak nevezziik.
Egy K C R3 csomé szelid, ha minden 2 € K pontnak létezik olyan U, (R3-beli) kérnyezete, hogy az (U,, KNU,,)
par a (D3, D) parral homeomorf, ahol D! a D3 goly6 atmérdje. A K és Ko csomok ekvivalensek, ha létezik
R3-nak olyan h homeomorfizmusa, mely az egyiket a masikba viszi.

10.1.2. megjegyzés. Két csomoé izotop, ha a fenti h homeomorfizmus vélaszthaté tgy, hogy az R? identikus
leképezésével izotop legyen. Ez azt jelenti, hogy létezik egy H; homotopia, melyre Hy = idgs, H1 = h, és minden
t-re a H; homeomorfizmus. Két csomé izotopidja nem lényegesen erdsebb feltétel, mint azok ekvivalencidja.

A 7 (R3\ K) csoportot definicié szerint a K csomo6 csoportjanak nevezziik.

10.1.3. allitas. Teszdleges K csomdra m (R3\K) = m1(S?\K). (Az izomorfizmus valdjdban tetszéleges kompakt
K C R3 halmaz esetén teljesiil.)

Bizonyitds. Tekintsiik S3-at mint R? U {oo}-t, és legyen U, a oo € S3 pont egy K-t6l diszjunkt, a nyilt D3
goly6val homeomorf kornyezete. A van Kampen tételt az X7 = U, Xo = R3\ K nyilt halmazokkal lefedett
S$3\ K térre alkalmazva az eredmény adodik. (Vegyiik észre, hogy X; N X5 homeomorf S? x (0,1)-gyel.) O

A csomoelmeélet kozponti problémaja tovabbi, a fent definialt csoporthoz hasonlé, algebrai jellegt invaridnsok
megtalalasa, azok kiszamitésa, majd annak vizsgalata, hogy a talalt invaridnsok mennyiben hatarozzik meg a
csomo6t vagy annak néhany fontos tulajdonsagat. Alabb részletesen a trividlis, majd altalanosabban a térikus
csomok osztalyaval foglalkozunk.

10.2. To6rikus csomok

10.2.1. definicié. Legyen K C R? az egységnyi hosszisagi R2-beli vektorok altal alkotott tér. K képét az
R2? c R? standard beAgyazasnal a trividlis csoménak hivjuk.

El6szor a trivilis csomé csoportjat hatarozzuk meg. Ehhez megmutatjuk, hogy S® megkaphat6 két tomor
toruszbol gy, hogy azok peremeit az (u,v) — (v,u) (u € S',v € S') leképezéssel azonositjuk. Ennek a
felbontasnak két kiilonb6z6 leirasat adjuk meg.

1. leiras: Legyen S3 C C? az egységnyi hossztisdgti komplex (C2-beli) vektorok tere, vagyis S® = {(z1, 22) |

|21|2+|22]? = 1}. Ekkor S = A; U A3, ahol A;-ben z; abszolttértéke nem nagyobb, mint a masik z-koordinataé.

Nem nehéz belatni, hogy A; (i = 1,2) egy-egy tOmor torusz: ezt bizonyitja példaul a (z1,22) — (21, %)
1

formuléval adott A; — D? x St leképezés (itt D? az 5 sugarti zart krlap, mig St az egységsugart kérvonal).
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10.1. abra. A T(2,3) toruszcsomo.

10.2.2. megjegyzés. Az A; N A, torusz z; € S'-gyel és z5 € S'-gyel koordinatizhaté. A térusz igy nyert
St x St = A; N Ay C S? beagyazasat a standard S3-beli bedgyazdsnak nevezziik.

2. leiras: Mivel S3 a D* 4-dimenziés golyoé pereme, és D* a D? x D? szorzattal homeomorf, igy S® = 9D* =
d(D?* x D?) = 0D? x D*U D? x 9D>.

10.2.3. megjegyzés. Ez a leirds azt is mutatja, hogy hasonld felbontasok léteznek minden dimenzioban,
méghozza magasabb dimenzioban tébb hasonld felbontés van. Legyenek ugyanis p, g, n tetszéleges olyan ter-
mészetes szamok, melyekre n = p + q. Ekkor S"~! = D™ = 9(DP? x D?) = 9DP x D1 U DP x 9D =
SP=l x DIuUDP x S171,

A trivialis csomét a fenti S = A; U A, felbontds egyik tomor téruszanak tengelyével azonositva azt kapjuk,
hogy S2 \ {triviélis csom6} az S* korvonallal (a méasik tomor torusz tengelyével) homotop ekvivalens. Ebbél
pedig 71(S3 \ {trividlis csomé}) ~ Z adddik. Térjiink most 14 réviden a térikus csomodk vizsgalatéra.

10.2.4. definicié. Legyen p és q két relativ prim természetes szam. Az R? sikon vegyiik a p/q meredekségii,
origbn atmend egyenest. R%-t a Z2 egységracs szerint faktorizalva egy toruszt kapunk, az emlitett egyenes képe
pedig egy v zart gorbe lesz ezen a téruszon. A térusz standard R3-beli (vagy S3-beli) bedgyazasat tekintve ~y
képét a torikus (p, q)-csomdnak nevezziik és T (p, q)-val jeloljik. A T(p,q) csomd csoportjat G(p, q) jeldli.

Kovetkezd célunk a torikus csomok csoportjainak meghatarozasa és ennek segitségével annak tisztézasa,
hogy ezen csomodk kozott vannak-e trividlisak, és altalaban melyek ekvivalensek egyméssal. Legyen ehhez e
egy igen kicsi pozitiv szam, és legyen K(3¢) a K = T(p,q) C S® csomé 3¢ sugari kornyezete; elég kis e-t
valasztva S% \ K homotopikusan ekvivalens lesz S\ K(3¢)-vel. Legyen A; és Ay a fenti két tomdr toérusz
és legyen X; = A; \ K(¢), illetve Xo = Ay \ K(¢). Ekkor X; N Xy = S x S'\ K ~ S! x I, valamint
7T1(X1) ~7 = (CE), 7T1(X2) ~7 = <,8> és 7T1(X1 sz) ~7 = <’y> Az i1: XiNXg — X1 ési0: X1NXo — Xo
beagyazasok altal indukalt i1.: 71 (X1 N Xa2) — m1(X1) és io.: m (X1 N X3) — 71(X2) homomorfizmusokat
pedig az i1.(y) = aP és ia.(y) = B2 formuldk adjik meg. A van Kampen tételt alkamazva igy azt kapjuk, hogy
m(S*\T(p,q)) = G(p,q) = (o, B | o = B9).

10.2.5. megjegyzés. A T(p,q) és T(q,p) csomok izomorfak, mert a (z1,22) — (22, 21) formulaval megadott
S$3 — $3 homeomorfizmus egymasba viszi 6ket.
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10.2. abra. Egy fonat 3 szalon.

10.3. Fonatcsoportok

10.3.1. definicié. Tekintsiik n darab [0, 1] szakasz diszjunkt unidjinak bedgyazésat az R? feletti R? x [0, 1]
hengerbe. Tegyiik fel, hogy a szakaszok 0 végpontjai az R? x {0} sik z—tengelyén az 1, ..., n pontok valamelyikébe
képzSdnek, hasonlan az 1 végpontok az R? x {1} sik z—tengelyén az 1,...,n pontok valamelyikébe képzsdnek,
végiil pedig az R? x [0,1] — [0,1] vetités kompoziciéja az egyes szakaszok R? x [0, 1]-be valé beagyazasaival
monoton [0,1] — [0,1] fiiggvényeket adnak. Egy ilyen [0,1] U [0,1] U ...[0,1] — R? x [0, 1] beagyazéast egy n
szalbol (fonalbol) allo fonatnak neveziink. Két fonatot ekvivalensnek tekintiink, ha egymasba atdeformalhatok
a fonatok terében.

Két fonatot egymaés utan irva egy ujabb fonatot kapunk (természetesen az egymés utan irott fonatokat &t
kell skalazni, azaz minden [0, 1] szakaszt a felére kell zsugoritani). Ilymodon a fonatok ekvivalenciaosztalyainak
a szorzatat definidlhatjuk. Az Gsszes n szalbol allo fonat ekvivalenciaosztalyainak halmaza erre a szorzatra
nézve egy csoportot alkotﬂ melyet B, -nel jeloliink és fonatcsoportnak (braid group) neveziink.

Tegyiik fel, hogy egy S € B,, fonatra az i pontban kezd6dé fonal végpontja a o(i) € {1,2,...,n} pont. Ily-
modon egy 3 — o természetes hozzérendelést kapunk, mely egy B,, — S,, epimorfizmust ad. Ezen epimorfizmus
magjat szinezett (vagy tiszta) fonatcsoportnak nevezziik és B,,-nel jeloljik.

10.3.2. tétel. (1) Bs~ G(2,3).

(2) Legyen P azon 1 féegyiitthatos harmadfokd polinomok tere, melyeknek nincs tébbszords gyokik. Ekkor
7T'1(P) ~ G(2,3).

Bizonyitds. A P-beli hurkok kdnnyen azonosithatok a 3-szalu fonatok ekvivalenciaosztélyaival (6tlet: kovessiik
a gyokoket), igy w1 (P) ~ Bs; kovetkezésképp (1) és (2) ekvivalensek. Most belatjuk a kovetkezs, (2)-nél
lényegesen erésebb allitast: A fenti P tér homotopikusan ekvivalens az S3\ T'(2, 3)-térrel, vagyis a (2, 3) torikus
csom6 komplementumaval.

Legyen P az fpq = 2% — 3pz + 2q alaki, t6bbszords gytkokkel nem biré komplex polinomok tere. Minden
ilyen polinomot azonositunk C? egy pontjaval, nevezetesen az f,, polinomot a (p,q) ponttal. Jelolje P" az
53 N P’ metszetet, ahol S a /2 sugart origd kdzéppontt gémb C2-ben. Azt allitjuk, hogy P homeomorf az
S3\ T(2,3) térrel. Valoban, az f,, polinomnak pontosan akkor van tobbszords gyoke, ha p® = ¢?. Vegyiik
észre, hogy ha p? = ¢2, akkor |p| > 1 <= |¢| > 1 és |p| < 1 <= |q| < 1. Tehat a p3 = ¢ feliilet a /2
sugartt S3 = {(p, q)||p?| + |¢?| = 2} feliiletet csak a |p| = |g| = 1 térusz p3 = ¢? egyenlGségnek eleget tevé (p, q)
pontjaiban metszi. Am ez éppen a T'(2,3) csom6. Most mar csak azt kell belatnunk, hogy

(a) P’ homotop ekvivalens P”-vel, és

(b) P homotop ekvivalens P’-vel.

LAz egységelem a csupa fiiggleges szallal rendelkez6 fonat osztélya, az inverz pedig a fiiggdleges iranyba vett tiikérkép: mindegyik
szalon a t +— (f(t),h(t)) € R? x [0, 1] leképezést kicseréljiik a t — (f(1 —t),1 — h(1 —t)) leképezésre.
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(a) bizonyitasa: Legyen (p,q) € P’ egy pont. Ekkor pontosan egy olyan pozitiv A létezik, melyre a (p’,q") =
(A3p, A2¢) pont rajta van az S3 gombdn. Vegyiik észre, hogy p'° = ¢° < p? = ¢ Igy a (p,q) — (V. ¢)
hozzarendelés P’ egy deforméciojat adja P”-re. Ezzel az (a) pontot belattuk.

(b) bizonyitasa: Legyen C3 = {(a,b,c)} az fopc(2) = 23 + az? + bz + ¢ alaki polinomok tere. Definidljuk e tér
o deformaciojat a kovetkezd modon: ¢i(fap.e)(2) = fabe (z - %t) Ekkor ¢g = identitas, ¢1(fa,p,c)-nek nincs
maésodfoku tagja, és ha ¢;(fsp,c)-nek valamilyen ¢-re van tobbszords gyoke, akkor minden t-re van. Ezért ¢, a
P tér egy deformaciéjat adja P'-re. O

10.3.3. definicié. Legyen Y3 = C?\ {(z1, 20, 23) | van olyan i, j indexpér, hogy z; = z;}. Ezen a téren az S;
permutécié csoport természetesen és szabadon hat; az X3 = Y3/S3 faktorteret konfigurdcids térnek nevezzik.

10.3.4. kovetkezmény. A fenti konfigurdcids tér fundamentdlis csoportjira 71 (X3) ~ G(2,3) ~ Bs adddik.

Végiil arra a kérdésre adunk valaszt, hogy hogyan szamolhaté ki egy tetszéleges csoméd csoportja annak
diagramjabol. (Egy csomé diagramja nem mas, mint a csomoénak egy altalanos helyzetd sikra vett vetiilete,
melyben a kett&spontoknal feltiintettiik, hogy melyik iv halad felil és melyik alul.) A csomé csoportjanak az

Az also iveket a keresztezddéseknél megszakitva a vetiilet n darab komponensre esik szét. Jelolje ezeket a
komponenseket a1, ..., a,, ezek lesznek a generdtorok. Minden keresztez6déshez tartozik egy relacié: legyen egy
keresztezddésnél a két alsé iv ay és a;, a felsé pedig a;. Ekkor a keresztez8déshez tartozo relaciot a; = a;ara; !
adja meg. Annak bizonyitasa, hogy az ilymodon prezentélt csoport a csomé csoportjaval lesz izomorf, a van
Kampen tétel megfelel§ alkalmazasan mulik.

10.4. Feladatok

1. Konstrudljunk nem szelid csomot. (Az ilyen csomot vadnak is nevezik.)

2. Lassuk be, hogy p,q > 1 esetén G(p,q) nem kommutativ. ( Utmutatds: Jelolje S3 a haromelemt hal-
maz szimmetrikus csoportjat. Az a — (1,2),8 — (1,2,3) hozzarendelés egy G(2,3) — S5 raképezést
indukal, ami p = 2, ¢ = 3 esetére bizonyitja az allitast. Hasonléan jarhatunk el akkor is, ha p és ¢ két
kiilénboz6 prim és p < ¢g. Ekkor az o — (1,2,...,p), B+~ (1,2,...,¢q) hozzarendelés egy G(p,q) — S,
homomorfizmust ad meg, melynek képe nem kommutativ.)

3. Igazoljuk, hogy G(p,q) és G(p',q') pontosan akkor izomorfak, ha {p, ¢} = {p’, ¢’} mint rendezetlen szam-
parok. ( Utmutatds: Lassuk be elészor, hogy G(p,q) centruma egyenls (aP)-vel, majd bizonyitsuk be,
hogy G(p,q) centruma szerinti faktora a 7Z, x Z, (vagyis Z, és Zq szabad szorzata) csoporttal izomorf.
Ezen csoportokban a maximaélis véges rendd elemek rendjei ¢ és p. Tehat ha {p,q} # {p’,q¢'}, akkor

Gp.q) #GW'.q).)
4. Léssuk be, hogy P homeomorf X3-mal.

5. Szamitsuk ki a 8-as csomo csoportjat.

o

6. Lassuk be, hogy egy tetszdleges K csomé G csoportja teljesiti a G/[G, G] =2 Z azonossagot.
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7. Legyenek o; € B, (i = 1,...,n — 1) elemi fonatok: o; az
[, 4+ 1] x R x [0,1] térrészen belil egyszer atvezeti az i-edik

szakaszt az i + 1-edik szakasz felett megcserélve azok végpont- N\ ]
jait, a tobbi szakaszon pedig a trividlis bedgyazés. Bizonyitsuk \

be, hogy a o0;-k generaljak B,-t. Lassuk be, hogy o0, 10; = \
0i+10:0i+1, valamint o;0; = 0;0;, amennyiben |i — j| > 1. (Va- l

l6jaban ezek az azonossadgok mint relaciok megadjék B, egy
prezentaciojat.) i
A o; elemi fonat.

8. Legyen [ egy fonat n szalon, és legyen J C R egy olyan
korlatos intervallum, hogy B képének z-koordindtai mind J-

beliek. Ekkor az abran lathaté6 médon S megfelels végeit az
(R x {0} x R) \ (J x {0} x (0,1)) sikrészben egyméstol disz-
junkt fvekkel sszekitve egy 3 C S3 (esetleg tébbkomponenst) .
csomo6t kapunk. Lassuk be, hogy 8 € B,, < B,41-1e B és ﬂ/o'\n 6{ .
ekvivalensek./&isonléan, igazoljuk, hogy minden «,8 € B,

esetén 3 és a—1fa ekvivalensek.

Fonat lezarasa.
9. Keressiink olyan 8 € B,, fonatot, melyre § a trividlis csomé és olyat is, melyre 8 = T(2,3).
10. Lassuk be, hogy K(1,¢) minden g esetén egy trivialis csomo.

11. Bizonyitsuk be, hogy a Wirtinger prezenticié megadja a csomé csoportjét.
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11. fejezet

CW-komplexusok

11.1. Véges cella-komplexusok

A kovetkez6kben csak véges CW-komplexusokkal (vagy masnéven cella-komplexusokkal) fogunk foglalkozni,
ezért a véges szot gyakran elhagyjuk majd. A (véges) CW-komplexusokat pedig dimenzié szerinti indukcioval
definialjuk.

11.1.1. definicié.

o Véges sok pontot (a diszkrét topologiaval ellatva) 0-dimenzios (véges) CW-komplezusnak neveziink.

o Egy véges graf ,teste” (azaz az a topologikus tér, melyet a csucsainak és éleinek egyesitése alkot) egy
1-dimenzids (véges) CW-komplexust ad. Pontosabban: Legyen Xy a graf csticsainak halmaza; ez egy
0-dimenziés CW-komplexus. Legyen tovdbb4 {D}} a gréaf éleinek halmaza; ez véges sok [0,1] szakasz
egyesitése. Legyen ¢;: D} — Xg az a leképezés, mely a D} = [0, 1] szakasz két végpontjat két (esetleg
egybeesS) Xo-beli cstcsba képezi, és azonositsunk az X, U | |, D} diszjunkt uniéban minden z € 9D}
elemet a képével. A kapott X; tér egy I-dimenzids CW-komplezus lesz.

e Legyen adva egy X; 1-dimenziés komplexus és (véges sok) D?, ..., Dl2 korlap, tovabba ezek peremein a
pi: 0D? — X, folytonos leképezések. Tekintsiik az X; U | |, D? diszjunkt uni6t és ebben azonositsunk
minden x € dD? pontot a képével. A kapott X, faktortér definicié szerint egy 2-dimenzids komplezus
lesz.

e Legyen végiil adva egy X,,_1 (n — 1)-dimenziés komplexus, tovabba ,, darab n-dimenziés golyo és ezek
mindegyikének a peremén egy folytonos ¢;: 9D — X,,_1 leképezés (1 < i <1,). Tekintsiik az X,,_1 U
L|; D} diszjunkt uni6t és ebben azonositsunk minden = € D} pontot a képével. A kapott X, faktorteret
n-dimenzios CW-komplezusnak nevezziik.

A definiciébdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy int D} C X,, minden i-re és n-re. Ezt a részteret n-dimenziés
nyilt cellanak, ennek lezarasat zart cellanak, a megfelels ; leképezést az adott cella ragaszto leképezésének ne-
vezziik. A zart D} golyoknak is adodik egy leképezésiik az X,,-be, mely az int D}* belsé részeken homeomorfizmus
a nyilt cellara. Ezen D — X, leképezést az adott (zart) cella karakterisztikus leképezésének nevezziik.

11.1.2. definicié. Az X CW-komplexus legfeljebb k—dimenzids celladinak egyesitését az X komplexus k-vdzdnak
(vagy k-skeletonjanak) nevezzik és sky(X)-szel jeloljik.

11.1.3. megjegyzés. Végtelen sok cella esetén feltessziik, hogy X topologidja az alabbi két (a ,,CW-komplexus”
elnevezés eredetét mutato) feltételt teljesiti:

(C) (closure finite) Minden zart cella csak véges sok alacsonyabb dimenzios cellat metsz.

(W) (weak) A topologia a leggyengébb olyan, melyben minden karakterisztikus leképezés folytonos. (Més széval
egy részhalmaz pontosan akkor zart, ha minden zart cellaval valé metszete zart.)
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11.1.4. tétel. Minden véges CW-komplexus bedgyazhatd eqy elég nagy dimenzids euklideszi térbe.
Bizonyitds. Indukcitt alkalmazva elég belatni azt, hogy ha X c RF és Y = X S‘J D", azaz Y-t az X-bé6l egy D"

goly6 odaragasztasaval kaptuk (egy f: D™ — X leképezés segitségével), akkor Y beagyazhato egy elég nagy
dimenzi6s euklideszi térbe. Helyezziik el X-et az R**! egy origén a4t nem mend affin hipersikjiban, D™-et pedig
az R"! egy origén at nem mend hipersikjaban. Azonositsuk az R" ! x RFT! tér R™*+1 x {0}, illetve {0} x RF+1
altereit R™*1-gyel, illetve R+ 1-gyel. Most az R™t! x R**! térben kossiik ossze egyenes szakasszal a ¢ € 9D™
pontot az f(q) € X ponttal. Ezen szakaszok egyesitését véve minden ¢ € 9D"-re, majd ezt az unioét D"-nel és
X-szel egyesitve R"T! x RF*1_ben egy részteret kapunk, mely az Y térrel homeomorf. O

11.1.5. kovetkezmény. Minden véges CW-komplexus metrizdlhato. Igy specidlisan Ty, sét Ty tulajdonsdgi.
Mivel az Ms tulajdonsdg oréklddik, igy minden véges CW-komplexus Mo-tér.

Vegyiik észre, hogy (mivel S™ minden n > 1-re Gtdsszefiiggs) egy CW-komplexus pontosan akkor atdssze-
fliggs, ha sky 1-vaza utodsszefiiggd.

11.1.6. allitas. Minden utésszefiiggé CW-komplexus homotopikusan ekvivalens egy olyannal, melyben egyetlen
0-dimenzids cella van.

Ennél egy erGsebb allitast fogunk belatni, amihez tovabbi definicié sziikséges.

11.1.7. definicié. Egy (X, A) térpart Borsuk-féle pir-nak mondunk (a lengyel terminolégia szerint, a nyugati
terminolégiaban kofibrdlds), ha tetszéleges Y térbe mend tetszéleges f : X — Y folytonos leképezésre, és az f
homotopidja, mely az A x I hengeren megegyezik h-val. Tehéat az fUh: X UA x I — Y leképezés kiterjed egy
H: X xI—Y leképezésseé.

A [11.1.6| allitas bizonyitasa a kovetkezs két lemman alapul (ezeket alabb bizonyitjuk):
11.1.8. lemma. Ha X CW komplezus, és A egy rész-CW-komplexus, akkor (X, A) Borsuk-féle pdr.

11.1.9. lemma. Ha (X, A) Borsuk-féle pdar és A pontrahizhatd, akkor a p: X — X/A faktorleképezés homo-
topikus ekvivalencia.

Ezen lemmakat alkalmazva arra az esetre, amikor A az X CW-komplexusunk (Gsszefiiggs) 1-vazénak egy
feszits faja, kapjuk a [L1.1.6] allitast.
Fel fogjuk tovabba hasznalni a kovetkezs segédlemmat, melynek bizonyitasa nyilvanvalé a faktortopologia

11.1.10. lemma. Ha f: (X, A) — (Y, B) folytonos leképezés az (X, A) térpdrbol az (Y, B) térpdrba (vagyis az
f: X =Y leképezés olyan, hogy f(A) C B), akkor létezik egyetlen [ : (X/A) — (Y/B) leképezés, melyre az
aldabbi diagram kommutativ:

f

X ———Y

_

X/A?Y/B

(A fiiggdleges nyilak a faktorlekpezések). O

Bizonyitds Lemma). A bizonyitas az X \ A -beli celldk dimenzioja szerinti indukcioval torténik. Az
X \ A-beli 0-dimenzids cellakon tetszélegesen definidlhatjuk a H homotopiat, példaul konstansnak, azaz ha p
egy X \ A-beli 0-cella, akkor legyen H;(p) = f(p) minden ¢ € [0,1]-re. Tegyiik fel, hogy az A U sk; X-en mar
definialtuk H;-t minden ¢ € [0, 1]-re. Legyen ¢ : DT — X egy (i+1)-dimenzios cella karakterisztikus leképzése
(azaz @lopit1 : ODT! — sk; X a ragaszto leképezés, és lipit1 bedgyazds a nyilt cellara). A D! x [0, 1]
henger D™t1 x {0} alapjan és S? x [0, 1] palastjan tekintsiik a H(x,t) = H(p(z),t) (immar definialt) leképezést.
Mivel Dt1 % [0,1] retrahalhat6 a D! x {0}US? x [0, 1] altérre, ezért ez a H(z,t) homotopia kiterjed a D! x I
hengerre és igy H kiterjed a o(D*1) zart cellara is. Ezt minden (i+ 1)-cellara elvégezhetjiik, igy végrehajtottuk
az indukcios lépést, kiterjesztettiik az (¢ + 1)-vazra a homotopiat. O
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Bizonyitds Lemma). Alkalmazzuk a Borsuk-par definiciojat a kovetkezs szereposztéssal: legyen Y = X
f = idx, az X identikus leképezése, h pedig az A-t egy * € A pontra Gsszehtz6 homotopia (azaz hy(A) C A
minden ¢ € [0, 1]-re, és hy(A) = %). Legyen H : X x I — X a definici6 szerint létezs kiterjesztése az idx U h :
X UAx I — X leképezésnek. A H; : (X, A) — (X, A) leképezésre alkalmazva a lemmat kapunk egy
H X /A — X /A leképezést, melyre az aldbbi diagram kommutativ:

H,

7
q 7
s

-

x/A - x/A

t = l-re Hy (A) = *, ezért a|11.1.10| lemma szerint letezik egy ¢ : X/A — X leképezés, melyre qop = H; és
poq = H;y. Mivel Hy = idx és Ho = idx/a és Hy ~ Hy, Hy ~ Hy, azt kaptuk, hogy p és ¢ homotopikus inverzei
egymésnak, tehat homotopikus ekvivalenciak. O

Ezzel a|l11.1.6] allitas bizonyitasat befejeztiik.

Legyen most X egy (véges) utosszefiiggd CW-komplexus; az el6bbiek szerint ekkor feltehetd, hogy sko(X)
egyetlen pontbol all. Ekkor az 1-vaz kérvonalak csokra, azaz ski(X) = Vi, SH A kdvetkezmény szerint
m1(sk1(X)) = F,, a szabad csoport n generatorral, ahol tehat minden 1-dimenzios cellanak egy generétor felel
meg). Tekintsiik X 2-vazat: skq(X) = ski(X) y D? Y Diu... Y D?. Ennek m(skz(X)) fundamentélis

1 2 1

csoportja az Fy,/{¢1,...,¢1} csoporttal izomorf (ahol {¢1,...,¢;} a ¢; leképezések homotopiaosztalyai altal
generalt normalosztét jelenti; pontosabban, minthogy nem biztos, hogy a ¢ leképezések a korvonal kezdGpontjat
a kezd6pontba képezik, ezért minden ¢; helyett egy vip:v; ! alka hurkot kell venni, ahol v; egy tetszoleges tt
az X-beli kezdGponttol a kdrvonal kezdSpontjanak ¢;-nél vett képéig. A tovabbi cellik ragasztdsa soran a
fundamentalis csoport nem véaltozik, igy

Wl(SkQ(X)) ~ 7T1(Sk'3(X)) ~ 7T1(Sk4(X)) ~ R 7T1(X).
Kovetkezésképp egy (véges) utosszefiiggd X cellakomplexus fundamentalis csoportjat a
(11.1) m1(X) = {generatorok = 1-celldk | relaciok = 2-cellak}

prezentacié adja meg.

11.2. Kanonikus feliiletek

11.2.1. definicié. Az S? gombfeliiletbsl p darab kérlapot elhagyva és mindegyik perem-kérvonalhoz egy ki-
lyukasztott toruszt (melynek pereme szintén egy korvonal) hozzaragasztva az A, p fillel (vagy fogantyival)
elldtott gombot kapjuk. Tehat (a toruszt T2-vel jeldlve)

A, = (S*\pD*) U (T*\ D*)U---U(T?\ D?) (a peremek mentén azonositva).

p darab

Az A, feliiletet p lyuki torusznak is nevezik; A, az tugynevezett kengyelfeliilet (mely a Bevezet6ben is emlitésre
kertilt).

Hasonloan definiéljuk az A}, gdmb q szalaggal nevii feliiletet: 52-bél elhagyunk g darab kérlapot és mindegyik
perem-korvonalhoz hozzaragasztunk egy Mobius-szalagot (melynek pereme szintén egy korvonal). Tehat

A; = (52 \ qDQ) U (RIP’2 \ D2) u---u (R]P’2 \ D2) (a peremek mentén azonositva).

p darab

56



(a) A torusz. Ez az A; feliilet, azaz gdmb egy fiillel.

(¢) A Klein kancso. Ez az Aj feliilet, azaz gdmb
. . . . két Mobius-szalaggal. A Klein kancsot nem le-
(b) A kengyelfeliilet. Ez az A, feliilet, azaz gomb két fiillel. het beagyazni R?-ba (mint egyébként egyik nem-
iranyithato feliiletet sem). Ezért az abran latha-
t6 feliiletnek van egy kettdsgorbéje.

11.1. 4bra. Néhany kanonikus feliilet. Az A} feliiletet, azaz a projektiv sikot még nehezebb R3-ban abrézolni,
erre a jegyzet vége felé tériink vissza.



11.3. 4bra. Az A; feliilet cellafelbontéasa.

11.2. abra. Az A, feliilet cellafelbontasa.

11.2.2. definicié. Az S?, A, és Al (p>1,q > 1) feliileteket, kanonikus feliileteknek nevezziik.
A tovabbiakban megadjuk a kanonikus feliiletek egy-egy cellafelbontésat.

11.2.3. allitas. Tekintsink egy 4p oldalu sokszéget, irdnyitsuk az oldalait a pozitiv kériljdrds szerint, és irjuk
az oldalaira rendre az
-1 ;-1 —1 3-1 -1 -1
alvblva’l 7b1 7a27627a2 7b2 a"'aap7bpaap abp
cimkéket. A megativ kitevéji cimkéket gy értelmezziik, hogy azon oldalakat, melyekhez rendeltik dket, forditott
irdnyitdssal tekintenddk. Ezutdn az egyfoma cimkével elldatott oldalakat irdnyitdstarte mdodon azonositjuk. Ekkor

az azonositds utdn az A, feliletet kapjuk.

Bizonyitds. A megadott azonositdsnal minden csiics azonositva lesz, ez lesz az egyetlen O-cella, a 4p oldalbol
pedig 2p darab kor csokra lesz. Ezen korok iranyitottak és a;, b; cimkékkel vannak ellatva. A sokszdglap maga
egy kétdimenzios cella lesz, melynek hatarold kore az

arbra; byt a,,b,,a;lbgl

szoba képzdédik. Tekintsiik az a; cimkéjd oldal kezdScstcsat az a;4; cimkéjd oldal kezd&cstucsaval 6sszekotd
atlot (ideértve az a, cimkéji oldal kezd@csticsat az aq cimkéji oldal kezdGcsucsaval Gsszekots atlot is). Ha
ezen atlok mentén elvagjuk a sokszoglapot, akkor egy p oldalu sokszdget kapunk és p darab Otszoget, melyek
koziil az i-edik oldalaira az a;, b;, ai_l, b; ! cimkek keriilnek, egy oldal pedig jeléletlen. A felcimkézett oldalak
Osszeragasztasaval egy lyukas torusz keletkezik, a lyuk pereme az eredeti sokszog i-edik atldjaval van azonositva.
A p-szOg csucsait az eldirt azonositasok miatt egyetlen pontba kell Gsszeragasztani, igy bel6le egy p (Gsszeérd)
lyuka S? feliilet lesz. Végiil a lyukas téruszok mindegyikét ezen p lyukd S? neki megfelels peremkéréhez kell
ragasztani, ezzel egy A, feliilet jon létre. O

11.2.4. allitas. Tekintsiink egqy 2q oldalu sokszoget, iranyitsuk az oldalait a pozitiv koriljdrds szerint, és irjuk
az oldalaira rendre az

a,ar,a2,a9, ... ,ap,ap
cimkéket. Ezutdan az egyfoma cimkével elldtott oldalakat irdnyitdistarté moédon azonositjuk. Ekkor az azonositds
utdn az Ay, feliletet kapjuk.

Bizonyitds. A megadott azonositdsnal minden csics azonositva lesz, ez lesz az egyetlen O-cella, a 2¢ oldalbol
pedig g darab kor csokra lesz. Ezen korok irdnyitottak és a; cimkékkel vannak ellatva. A sokszoglap maga egy
kétdimenzids cella lesz, melynek hatarol6 kore az

2.2 2
aja; . ..ay
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szoba képz6dik. Egy-egy atloval vagjuk le az a; cimkéjii oldalparokat minden ¢ = 1,..., ¢g-ra. A maradék ¢-szog
csticsait az el6irt azonositdsok miatt egyetlen pontba kell dsszeragasztani, igy beldle egy ¢ (Osszeérs) lyuka S2
feliilet lesz. A levagott haromszogek mindegyike egy Mobius-szalag lesz az a; cimkéji oldalak Osszeragasztéasa
utén:

11.4. dbra. Haromszogek atalakitdsa Mobius-szalaggd. Az a cimkéjd ragasztas utan a b cimkéjit elvégezve
Mobius-szalagot kapunk, a b cimkéjd utan az a cimkéjiit pedig a levagott hdromszoget.

Végiil a Mdbius-szalagokat a ¢ lyuki S2-hoz ragasztva egy A}, feliilet jon létre. O

A kanonikus feliiletek fundamentalis csoportjat a megadott cellafelbontasokbdl kiindulva a ((11.1) prezentacio
ekként adja meg:

11.2.5. kovetkezmény.

m1(Ap) = (a1,b1,...,ap,bp | alblal_lbl ...apbpaglbgl =1)

m(A) ~ (a1,...,aq | afa3...al =1)

11.2.6. tétel. A kanonikus feliletek paronként nem homeomorfak egymdssal.

Bizonyitds. Sziikségiink lesz tovibba a kovetkezd fogalomra:

11.2.7. definicié. Egy X topologikus tér 71 (X) fundamentéalis csoportjanak a kommutatoraval vett Hy (X) =
m1(X)/[m1(X), m1(X)] faktorat X elsé homoldgia csoportjanak nevezzik.

Vegyiik észre, hogy homotop ekvivalens terek elsé homoldgia csoportjai izomorfak. Homoldgia csoportokat
kénnyebb osszehasonlitani, mint a fundamentéalis csoportokat, mivel azokra (kommutativ voltuk miatt) az Abel-
kaphatjuk meg a csoport kommutéaltjat, hogy mind a generatorokat, mind a relaciokat kommutativan értelmez-
ziik, azaz tekintjiik a generatorok altal generdlt szabad Abel-csoportot és vessziik ennek a relaciok generalta
részesoport szerint faktorcsoportjat. Jelen esetben

Hl(A;):<a1,...,aq|a1+a1+a2+a2+~~+aq+aq:()):
:(al,...,aq_l,z:al+--~+aq|z—i—z:O):Zq_l@Zg,

illetve
Hy(A,) =7Z°".

Mivel H;(X) az X tér homotopikus invaridnsa, azt kapjuk, hogy az Aj feliiletek, illetve az A, feliiletek pé-
ronként nem homeomorfak, hiszen az els6 homolédgia csoportok rangjai kiillonbozéek. Megkaptuk tovabba azt
is, hogy A, nem homeomorf A’q—vel, ha p > 1 vagy ¢ > 1, mivel az els6 homolégia csoportjaikban a torzié
részcsoportok kiilonbozéek. Ezzel pedig belattuk a tételt (s6t, hogy a kanonikus feliiletek paronként nem
is homotopikusan ekvivalensek). O
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11.3. Feladatok

1.

10.

11.

Adjuk meg S™ egy cellafelbontasat. (Utmutatds: Ez megtehets egy 0-dimenzios és egy n-dimenzios cella
felhasznalasaval.)

. Adjunk S™-nek egy olyan cellafelbontaséat, melyben 0 és n k6zott minden dimenziéban két cella szerepel.

(Amennyiben a valasztott k-cellak az origora szimmetrikusak, agy ebbdl az RP™ projektiv tér egy cella-
felbontasat kapjuk, melynek 0 és n kozott minden dimenzidban egy cellaja van.)

Adjuk meg a torusznak, a Klein-kancsonak és a projektiv siknak egy-egy cellafelbontésat.

Lassuk be, hogy egy X CW-komplexus pontosan akkor kompakt, ha véges sok cellabdl all.

. Adjuk meg R"-nek, CP"-nek és T" = R"/Z™-nek egy-egy cellafelbontasat.

Legyen X C R? az z-tengelyt az origéban érintd, egész sugart kordk unidja. Lassuk be, hogy X az altér
topolégiaval ellatva nem CW-komplexus.

Lassuk be, hogy ha x = Xo C X; C ... 4gy, hogy X,,+1 az X,,-re huzhat6 egy X,,-en konstans homotopi-
4val, akkor X = UX,, 6sszehtuzhatd.
Bizonyitsuk be, hogy S = {(z1,%2,...) € RN|z, = 0 véges sok kivétellel és > ° | 25 = 1} Gsszehtzhato.

Legyen e és f két egymdst metsz8 egyenes R3-ban. Lassuk be, hogy R® — (e U f) homotép ekvivalens
Stv Sty Stgyel

Bizonyitsuk be, hogy ha egy toéruszhoz hozzaragasztunk egy-egy kérlapot a parallel és a merididn mentén,
akkor a kapott tér az S? gémbbel lesz homot6p ekvivalens.

Lassuk be, hogy egy véges dsszefiiggs graf véges sok korvonal \/; S} csokraval homotop ekvivalens.
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12. fejezet

Sokasagok

Topologikus terek egy nagyon fontos osztalyat alkotjak a sokasagok. A kovetkezs fejezetekben ezzel a fogalommal
fogunk megismerkedni, attekintjiik az 1-, 2- és 3-dimenzios sokasagok legalapvetGbb tulajdonsagait, majd réviden
érintjiik a magasabb dimenziés sokasigok elméletét is.

12.1. Alapveté tulajdonsagok

12.1.1. definicié. Az X topologikus tér egy (topologikus) sokasag, haﬂ

(a) X ~ Ty,

(b) X ~ Mo,

(c) lokalisan euklideszi; vagyis minden x € X pontnak létezik egy olyan U, kdrnyezete, mely homeomorf R™-nel.
12.1.2. allitas. Az (a), (b), (c) kovetelmények kizil semelyik kettébdl sem kivetkezik a harmadik.

Bizonyitds. A bizonyitast hirom példa bemutatasaval végezziik el.

(1) Legyen X = R! x {0,1}/(z,0) ~ (z,1) Vx < 0. Ekkor X lokélisan euklideszi, M, de nem Hausdorff: a
(0,0) és (0,1) pontoknak nem létezik diszjunkt kornyezetiik. X tehat teljesiti (b)-t és (c)-t, de (a)-t nem.

(2) Legyen most X nem megszamlalhatéan sok egyenes diszjunkt unioja. Ekkor az egyenesekkel valo fedésbol
nem valaszthato ki megszamlalhat6 részfedés, tehat X nem My-tér, bar X teljesiti (a)-t és (c)-t.

(3) Legyen végiil X egy "kereszt", azaz két [0, 1] szakasz diszjunkt unidja, melyeknek azonositjuk a koézéppont-
jait. Erre a térre teljesiil (a) és (b), de (c) nem.

O

12.1.3. lemma. Minden topologikus sokasdg lokdlisan kompakt (azaz minden pontnak létezik olyan kornyezete,
melynek lezdrdsa kompakt).

Bizonyitds. Legyen X egy topologikus sokasig, r € X pedig egy tetszéleges pont. A feltétel szerint z-nek létezik
olyan U, kornyezete, mely R™-nel homeomorf. U,-ben persze létezik olyan V,, kornyezet, melynek lezarasa U,-
ben kompakt (minthogy R™ lokélisan kompakt). Am be kell még latni, hogy V, X-beli lezarasa is kompakt.

. . Uz P . ) . P .
Minthogy V,-nek az U,-beli V, * lezarasa kompakt, X pedig Hausdorff, ezért ez az U,-beli lezaras X-ben is
zart. Ezért a V,, X-beli KX lezarasa része WUz—nek, s6t annak zart része. Am kompakt tér zart része kompakt,

—X
tehat V,,~ kompakt. O

1fa X egy tér és P egy tulajdonsag, akkor X ~ P azt jelenti, hogy X rendelkezik a P tulajdonsaggal.
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12.1.4. lemma. Egy topologikus sokasdg pontosan akkor utdsszefiiggd, ha dsszefiiggd. (Altalcinosabban: az
osszefiiggdségi komponensek megegyeznek az utdsszefiiggdségi komponensekkel.)

Bizonyitds. A bizonyitas konnyen kiovetkezik abbdl a ténybdl, hogy minden pontnak létezik utosszefiiggs kor-
nyezete. U

12.1.5. lemma. FEgy X topologikus sokasdg komponenseinek szima megszamldlhato. Ha X kompakt, akkor a
komponensek szdma véges.

Bizonyitds. A komponensek nyiltak és a bel6liik allo6 fedésnek nincs valodi részfedése. Mivel X Mo-tér, a
bizonyitas kész. O

12.1.6. definicié. Egy X topologikus teret peremes sokasdgnak hivunk, ha X T,- és My-tér, valamint minden
x € X pontnak létezik egy, R™-nel vagy az R = {(z1,..., 2, | , > 0} féltérrel homeomort U, kornyezete.

12.1.7. példak.
(a) Az R", 8", A, A}, RP™ terek, illetve ezek (véges) szorzatai sokaségok.

(b) A GL(n,R),U(n),SU(n),O(n), SO(n) métrixcsoportok illetve R™ ortonormalt vektor k-asai sokasagok.

(¢) A D™ zart golyd egy peremes sokasag. Peremes sokasigot kapunk akkor is, ha egy tetszéleges sokasaghdl
elhagyjuk egy beadgyazott zart goly6 belsd részét.

12.1.8. definicié. Az X sokasagot zdrtnak hivjuk, ha kompakt és nincs pereme. Egy X peremes sokasag belsd
részének nevezziikk és BrX-szel jeloljiilk X azon pontjainak halmazéit, melyeknek létezik az euklideszi térrel
homeomorf kérnyezetiik. X \ BrX az X pereme, melyet 0X jelol, 90X pontjai pedig X perempontjai.

12.1.9. megjegyzések.

(a) 0X nem definidlhat6 Ggy, mint azon pontok halmaza, melyeknek 1étezik a féltérrel homeomorf kérnyezetiik,
hiszen példaul R’} -ban minden pontnak létezik a féltérrel homeomorf kérnyezete, nevezetesen az egész tér.

(b) Trivialis, hogy BrX sokasag.
12.1.10. allitas.
0X ={z € X | 3(U,,¢), ahol ¢: U, — R", homeomorfizmus, melyre p(z) € R"~' = {z,, =0} C R’} }.

Bizonyitds (elsé). x € X pontosan akkor, ha x-nek nem létezik euklideszi kornyezete. Ekkor létezik a féltérrel
homeomorf kdrnyezete, és ha a homeomorfizmus z-et nem a hatarolé hipersikra képezné, akkor z-nek mégis
lenne R™-nel homeomorf kérnyezete.

Bizonyitas (mdsodik). Tegyiik fel, hogy a-nek létezik egy olyan U, kornyezete, melyre létezik egy ¢: U, — R
homeomorfizmus, amire p(r) € R"~1. Be kell latnunk, hogy z-nek nem létezik R"-nel homeomorf kdrnyezete.
Ezt csak n = 2-re latjuk be. (Nagyobb n-ekre a magasabb dimenziés homotdpia csoportokat kell alkalmaznunk,
n = l-re pedig hazi feladat.) Tegyiik fel tehdt, hogy z-nek létezik R2-tel homeomorf kornyezete. Ekkor
létezik ilyen kornyezetekbdl &ll6 béazisa is, legyen ez Vi D Vo D -+ D Vi D .... Minthogy létezik z-nek a
félsikkal homeomorf olyan kornyezete is, melyben x a hatarold egyenes egy pontjanak felel meg, létezik ilyen
kornyezetekbdl allo bazis is az « pontban, legyen ez Uy D Uy D .... Ekkor mi(U; \ {z}) = 0,m(V; \ {z}) = Z
és a V; C Vj_; beagyazas egy m1(V; \ {z}) — m1(Vj—1 \ {z}) izomorfizmust indukal. Mivel bazisokat vettiink,
Vi-ben létezik egy U; kérnyezet, ebben pedig egy V;. Tekintsiik a

Vi{z} Ui\ {z} c Vi \ {z}

leképezések altal a fundamentalis csoportok kozott indukélt leképezéseket. Azt kapjuk, hogy a Z — Z izomor-
fizmus atvezethetd a trivialis csoporton, ami nyilvan ellentmondas. O

12.1.11. kovetkezmény. Ha X ésY peremes sokasdgok, és f: X — Y egy homeomorfizmus, akkor f(0X) =
dY és f(BrX)= BrY.
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12.1.12. kévetkezmény. Ha X egy peremes n-dimenzids sokasdg, akkor 0X egy (n — 1)-dimenzids sokasdyg.

Természetesen felvet6dd kérdés, hogy van-e minden zart X sokasighoz olyan kompakt peremes sokasig,
melynek 6 a pereme? (Ha elhagyjuk a kompaktsig kovetelményét, akkor a kérdés trividlis: M™~! pereme az
M™1 x RL szorzatnak.)

Ha XP peremes p-dimenzits sokasag, Y¢ topologikus ¢-sokasag, akkor X? x Y¢ peremes (p + ¢)-sokasag,
melynek pereme 90X x Y-vel egyenls. Legyenek most X, Y peremes sokasagok. Ekkor (X xY) = 0X xYUX x
9Y , ugyanis X = BrXU0X,Y = BrYUQY és BrX xBrY C Br(XxY), BrXx9Y Cc (X xY),0X xBrY C
9(X x Y), valamint konnyen lathato egy [0,00) x [0,00) — [0, 00) x R homeomorfizmus felhasznalésaval’, hogy
0X x 0Y C 0(X xY). Kovetkezésképp 0(X x Y') megegyezik az utolsé harom szorzat egyesitésével.

12.1.13. allitds. Minden topologikus sokasdag metrizalhato.

Bizonyitds. a) Elgszor tegyiik fel, hogy a sokasag kompakt. Ekkor To = T,. Az Uriszon metrizacios tétel
szerint pedig Ty + My = metrizalhato.
b) Az altalanos esetben csak a Ty tulajdonsagot kell belatnunk. Ezt a kovetkezs két lemma fogja bizonyitani.

12.1.14. lemma. Lokdlisan kompakt + To = T5. Vagyis egy lokdlisan kompakt és Ty tér egyben T3 is.
12.1.15. lemma. T35 + My — T}.

Bizonyitds lemma). Legyen X egy lokalisan kompakt Hausdorff tér és legyen X* az X egyponta komp-
aktifikacioja. (Ebben az egyetlen, az X-hez hozzavett pontnak a kornyezetei az X-beli kompaktok komplemen-
tumai.) X lokalis kompaktsidga implikalja, hogy X* Hausdorff. Mivel X* kompakt, igy T, is. Ez implikalja,
hogy X egy T3 tér. (Azt nem kapjuk, hogy X egy Ty tér, mert a T, tulajdonsig nem 06roklédik. De a T3
tulajdonsag igen.) O

Bizonyitds lemma). Legyen X egy T3 és M, tér, és ebben A és B két diszjunkt, zart halmaz. Minden
p € A pontra létezik olyan U, kornyezet, melynek még a lezdrésa is diszjunkt B-t6l. Az U, kérnyezetek unidja,
amint p végigfut az A pontjain, természetesen lefedi A-t. Az M, tulajdonsig (és a Lebesgue lemma) miatt
létezik ennek megszamlalhato részfedése. Tehat léteznek Uy, Us, ... nyilt halmazok, melyek unidja tartalmazza
A-t, és mindegyiknek a lezarasa diszjunkt B-t6l. Hasonléan léteznek Vi, Vs, ... nyilt halmazok, melyek unidja
tartalmazza B-t, és mindegyik lezarasa diszjunkt A-tol.

Legyen most U}, = U, \U,<,V; és V,, = V,,\U;<,U;. Legyen U = UU}, és V = UV}, . Ekkor U tartalmazza A-
t. Hiszen a U,, halmazok unitja tartalmazza A-t, és a V; halmazok lezarasai, amiket elvettiink az U,, hamazokbdl,
midén az U], halmazokat képeztiik, mind diszjunktak voltak A-tol. Ugyanigy a V tartalmazza a B halmazt.
Belatjuk, hogy U NV = 0. Tegyiik fel, hogy z € U NV. Ekkor létezik n és m gy, hogy x € U/ és x € V...
Legyen mondjuk n > m. Ekkor x € U}, = U, \ j<,, V; miatt = & V,,, . Mivel V,,, C V,,,, igy = ¢ V.. Ellentmondés.

Tehat U és V diszjunkt nyilt halmazok, melyek tartalmazzak A-t, illetve B-t. Igy az X tér Ty tér. 0

Ezzel a[12.1.13 allitas altalanos esetét belattuk. O

12.2. 1-dimenziés sokasagok osztalyozasa

12.2.1. tétel.
(a) Legyen M' 1-dimenzids, isszefiiggd, kompakt sokasdg. Ekkor M* ~ S* (itt ~ a homeomorfizmus jele).

(b) Legyen M 1-dimenzids, dsszefiiggs, kompakt peremes sokasdg nemiires peremmel. Ekkor M ~ [0, 1].
(c) Legyen M 1-dimenzids, dsszefiiggs, nem kompakt sokasdg. Ekkor M1 ~ R!,

(d) Legyen M*' 1-dimenzids, dsszefiiggd, nem kompakt peremes sokasdg nemiires peremmel. Ekkor M' ~ R}r =
[0, 00).

2Tlyen homeomorfizmus példaul a z — 22 képlettel megadott C — C leképezés.
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Alabb csak (a)-t fogjuk bizonyitani. A bizonyitas a kovetkezs lemman alapul.

12.2.2. lemma. Legyen X eqy Hausdorff és dsszefiiggd tér, X = AU B, A, B nyilt része X-nek, tovdbbd
A, B ~ R, Ekkor X vagy R'-gyel, vagy S*-gyel homeomorf.

Bizonyitds tételé). Legyen M' = U U- - -UU,, ahol minden U; nyilt és R'-gyel homeomorf. A bizonyitést
n szerinti indukcioval végezziik.

n = 1: Ekkor M' = U; ~ R!, am M! kompakt. Tehat ilyen eset nincs.

n=2 M'=U, UUs, igy a[12.2.2]lemma szerint M' ~ R! vagy S'. Mivel M! kompakt, ezért M' ~ S*.

Az indukcios 1épés: Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz, ha az M sokasag n — 1 darab R!-gyel homeomorf nyilt
halmazzal van lefedve. Legyen most M = U; U --- U U,. Biztosan létezik két nem diszjunkt U;, minthogy M?!
Osszefiiggs. Feltehetjiik, hogy az els6 kettd az, vagyis Uy NUs # (). Legyen V = Uy UUs. A lemma szerint
V ~ R! vagy V ~ S'. Az utébbi esetben V nyilt is és zart is M!-ben (zart, mert kompakt és M* Hausdorff).
Mivel M bsszefiiggs, ezért ekkor M! =V, vagyis M! ~ S'. Ha pedig V ~ R!, akkor M = VUUsU---UU,,
vagyis M! elsall n — 1 darab R'-gyel homeomorf nyilt halmaz egyesitéseként. Ezért az indukcios feltevés szerint
M?' ~ S', amivel a tétel bizonyitasa kész. O

Bizonyitas lemmdé). Legyen K az AN B egy Osszefligg@ségi komponense. Ekkor K nyilt (esetleg végte-
len) intervallum A ~ R'-ben is és B ~ R!-ben is. (Valéban, az AN B halmaz egy nyilt részhalmaz A-ban is és B-
ben is. Egy R!-beli nyilt halmaz minden pontjanak létezik tdsszefiiggs kornyezete, tehat az (1t)dsszefiiggsségi
komponensek nyiltak.) Tehat a K halmaz A-ban a kovetkezdk valamelyike lehet:

(CL, b)7 (_OO’ b)7 (a’ OO)’ (_007 OO);

hasonlo teljesiil B-ben is. Nézziik meg, mely esetek fordulhatnak els egyiitt! Feltehets, hogy K # (—o0,00)
mind A-ban, mind B-ben. Ha ugyanis K = A, illetve K = B lenne, akkor A C B vagy B C A és igy
AU B = A vagy B lenne, s igy AU B = R! kvetkezne, amivel a bizonyitas megvan.

K

A

12.1. dbra. Egykomponenst ragasztas.

B

12.2. dbra. Kétkomponensi ragasztas.

Ha K-nak van egy véges hatarpontja példaul A-ban és a, egy monoton ehhez tarté K-beli sorozat, akkor
ugyanezen sorozat B-ben nem birhat véges hatarértékkel (mert akkor AU B nem Hausdorff), am ez a sorozat
B-ben is monoton, tehat ott végtelenhez kell, hogy tartson. Természetesen hasonlé igaz, ha az A és B szerepét
felcseréljiik. Igy K csakis félegyenes lehet mindkét halmazban, éspedig az A-beli véges hatarponthoz a B-beli
végtelen tartozik és forditva. Ezért A N B komponenseinek a szdma csak 1 vagy 2 lehet. Az els§ esetben R'-et
kapunk a két egyenes Ssszeragasztasaval, a masodikban pedig S!-et. g

12.3. Feladatok

1. Lassuk be, hogy SP x S nem homeomorf SP*4-val |

3Ezen a ponton még nehéz. Remélhetéleg a kurzus végeztével mar kénnyt lesz.
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. Lassuk be, hogy a Klein kancsé pereme egy kompakt 3-sokasagnak.

. (Most még nehéz:) Bizonyitsuk be, hogy RP? nem pereme semmilyen kompakt peremes 3-dimenzi6s
sokasagnak.

. Bizonyitsuk be, hogy egy X tér A deformécios retraktuma X-szel homotop ekvivalens.
. Lassuk be, hogy O(n) deformécios retraktuma GL(n;R)-nek, U(n) pedig GL(n; C)-nek.
. Lassuk be, hogy

(i) R™ konvex részei
(ii) R™ csillagszert részei
(iii) R"
(iv) az origo
)

(v) véges vagy végtelen fagrafok

egymaéssal homoto6p ekvivalensek.
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13. fejezet

Kétdimenzids sokasagok

13.1. Kétdimenziés sokasagok osztalyozasa

Val6jaban méar kordbban megismerkedtiink minden zart 2-dimenzios sokasaggal, hiszen

13.1.1. alaptétel. Minden zdrt dsszefiiggd kétdimenzids sokasdg a kanonikus feliletek kozil pontosan eggyel
homeomorf.

A kovetkezSkben mi a kicsit gyengébb [13.1.5] tételt fogjuk csak belatni, ennek megértéséhez azonban egy
definiciéra van sziikségiink.

13.1.2. definicié. Legyen N > p és legyenek ag, a1, ..., a, € RY pontok altalénos helyzetben (tehat nincsenek
benne semmilyen p-nél kisebb dimenziés affin altérben). Ezen pontok konvex burkat p-dimenzids szimplexnek
nevezziik. Az ag,a1,...,a, pontok a szimplex csicsai, a csicsok egy részhalmazanak konvex burka pedig a
szimplex egy lapja. Az (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0,1) pontok konvex burkat standard szimplexnek
hivjuk. (Véges) szimplicidlis komplezusnak nevezziik olyan RN-beli szimplexek (véges) halmazét, melyekre
barmely két szimplex metszete lapja mindkettének (ha nem iires). Ezen szimplexek egyesitését az adott szimp-
licidlis komplexus testének nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy topologikus tér poliéder, ha teste valamilyen
szimplicidlis komplexusnak. Egy X topologikus tér trianguldlisa alatt X és egy szimplicidlis komplexus teste
k6z6tti homeomorfizmust értiink.

13.1.3. allitas ([R]). Minden zdrt felilet trianguldlhato.

13.1.4. megjegyzés. Ugyanez a helyzet a 3-dimenzios sokaségok esetén (lasd [Mo]), azonban minden n > 4
esetén van nem triangulalhato n-dimenziés topologikus sokasag (lasd [Manl).

Mi a kovetkezd tételt fogjuk belatni. (Ebbsl — a[13.1.3|allitast elfogadva — mar adodik a[13.1.1] alaptétel.)
13.1.5. tétel. Minden trianguldlt zdrt két dimenzids sokasdg homeomorf a kanonikus feliletek valamelyikével.

Azt mar tudjuk, hogy a kanonikus feliiletek paronként nem homeomorfak, kovetkezésképp egy triangulalt
zart feliilet csak egy kanonikus feliilettel lehet homeomorf. A [13.1.3] allit4st a tovdbbiakban bizonyitas nélkiil
elfogadjuk (és csupan a [13.1.1| tételnek a[13.1.5] tétel alapjan torténd bizonyitasanal alkalmazzuk).

triangulécio tetszéleges Ay haromszogére a triangulacié minden tovabbi A haromszogéhez létezik a haromszo-
geknek egy olyan Ay, A1, Ag, ..., A, = A véges sorozata, melyre a A; N A, 1 metszet egy oldallal egyezik meg
(i=0,1,...,n—1). A haromszogelés nem eldgazd, ha minden 1-dimenzids szimplex pontosan két haromszognek
az oldala.

13.1.7. lemma. Egy felilet trianguldcidja erdsen dsszefliggd és nem eldgazo.
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halmaza és jelolje B a tobbi haromszoget. Legyen |A| az A-beli haromszogek unidja és |B| a B-belieké. Ekkor
az |A| N |B| metszet a triangulaci6 szimplexeibdl all. Konnyd latni, hogy ezen szimplexek kézott nem lehet
hiromszog, mert akkor ez el is érhet§ Ag-bdél meg nem is. E metszetben nem lehet oldal sem, mert akkor
ez egy Ag-bol elérhets és egy onnan el nem érhet6 haromszoégnek lenne a kozos oldala, &m akkor az el nem
érhetd haromszog is elérhetd lenne. Legyen végiil a metszetben egy P csiucs. Tekintsiikk a P csiucsa A-beli
haromszogeket. Ezek egyesitése véges sok korlap P-ben Osszeragasztva. Hasonléan a B-beliek. Ha P-ben
egynél tobb korlap lenne sszeragasztva, akkor P-nek nem létezne R2-vel homeomorf kérnyezete. A fentiek
alapjan tehat |A| N |B| = 0, &m ez csak ugy lehet, ha ezek egyike iires, mert kiilonben a feliilet nem lenne
Osszefiiggs. Ilymédon tehat belattuk azt, hogy a triangulacié erdsen Osszefiiggs.

A nem elagazdsag bizonyitasahoz azt kell belatni, hogy minden 1-dimenzios szimplex pontosan két harom-
szognek az oldala. Nulla darab haromszognek egy adott él nem lehet oldala, mert az oldal belsé pontjainak nem
lenne sikkal homeomorf kornyezetiik. Egynek szintén nem lehet, mivel minden bels§ pontnak lenne akarmilyen
kicsi olyan kornyezete, hogy abbdl e pontot kidobva a lyukas kérnyezet egyszeresen Osszefiiggé maradna. Tegyiik
fel tehat, hogy az adott él harom vagy anndal tobb haromszognek az oldala. Ekkor az él minden P bels§
pontjanak lenne olyan sziikiils U; kérnyezetbazisa, hogy a P pontot mindegyikbdl elhagyva korvonalak csokréval
homotop ekvivalens terek maradnak vissza (ahol a korvonalak szama legalabb kettd). Ezek fundamentalis
csoportja Fy,, ahol n a korok szama, és ha U és U’ két eleme e kornyezetbazisnak, valamint U C U’, akkor e
beagyazas izomorfizmust indukal U \ P és U’ \ P fundamentalis csoportjai kozott. Ugyanakkor P-nek létezik
R2-vel homeomorf V; kérnyezetekbsl all6 kdrnyezetbazisa is. Ezen kornyzetekbsl P-t elhagyva a maradék
fundamentalis csoportja Z lesz. Valasszunk egy U; kdrnyezetet, ebben egy V;-t, abban pedig egy Uj-t. Ekkor
a m(Uy \ P) = F,, - m(U; \ P) = F, izomorfizmus &tvezethets a Z ~ m1(V; \ P) csoporton, ami n > 2 miatt
ellentmondas. Ezzel a lemma bizonyitasa kész. O

13.1.8. definicio. Véges sok (Osszesen paros sok oldallal rendelkezs) sokszoget sokszdgesalddnak hivunk, ha az
oldalak parokba vannak &llitva és az egy péarba tarozo oldalak kézott adott egy (linearis) homeomorfizmus.

13.1.9. példak. (a) Egy feliilet haromszogelése példat ad haromszogekbol allo sokszogesaladra.

(b) A kanonikus feliileteket megad6 sokszog is sokszogesalad (hiszen az oldalak parokba vannak rendezve); ezt
kanonikus sokszogcsaladnak nevezziik.

13.1.10. definicié. Egy sokszogesalad elemi dtalakitdsanak nevezziik az alabbi négy mtvelet valamelyikét:
(1) 1-dimenzids finomitds: Egy oldalpéaron felvesziink egy egymasnak megfelel6 pontpart.
(2) 1-dimenzids egyszerisités: Az el6z6 mivelet forditottja.

(3) 2-dimenzids finomitds: Egy soksziget szétvagunk és a vagasnal keletkezd két élt parba allitjuk, a homeo-
morfizmusnak pedig a vagas el6tt egybees6 pontok egymasnak valoé megfeleltetését valasztjuk.

(4) 2-dimenzids egyszerisités: Az el6z6 forditottja.

e

13.1. abra. 1-dimenzios finomitas/egyszerisités. 13.2. dbra. 2-dimenziés finomités/egyszertsités.
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13.1.11. megjegyzés. Minden sokszdgesalad egy topologikus teret ad meg: a sokszogek diszjunkt unidjaban
azonositsuk az egy parba tartoz6 oldalak egymésnak megfelel§ pontjait. Konnyen belathato, hogy az elemi
atalakitasok nem valtoztatjak meg a sokszogesaladhoz igy hozzarendelt topologikus teret.

13.1.12. allitas. Minden trianguldlt dsszefiiggd felilettdl mint sokszégesalddtol elemi dtalakitdsokkal eljuthatunk
eqy kanonikus sokszégcsalddhoz.

Bizonyitds. A bizonyitast tobb lépésben végezziik.

(0)

2-dimenzids egyszertsitésekkel (minthogy a haromszogelés erGsen Osszefiiggs) elérhetd, hogy a sokszogesa-
ladban egyetlen sokszog legyen. A sokszog peremén a ragasztasok (azaz a homeomorfizmusok) a kovetkezo-
képpen kodolhatok egyetlen szoval: irdnyitsuk az oldalakat ugy, hogy az oldalak kozti homeomorfizmusok
iranyitastartok legyenek. Minden oldalparhoz egy betit rendeliink (kiilonb6z6 parokhoz kiilonbozs betfit).
Az adott bettit az oldalpar mindkét tagjdhoz +1 vagy —1 kitevével rendeljitk hozza, attol fiiggben, hogy
a sokszog pozitiv koriiljarasa altal indukalt irdanyitdas megegyezik-e avagy ellentétes az oldalon valasztott
irdnyitassal.

13.3. abra. aa~! alaku részek eltiintetése.

Ha ugyanaz a betl egyméas mellett szerepel a kapott szoban +1 és —1 kitevSvel (és van még més beti is a
szoban, tehat nem ez a teljes sz6), akkor lehet egyszertsiteni. Valéban, legyen a sz6 ...aa"t... éslegyen P
az a és a~! jeld oldalak kdzds csticsa. Egy sokszdgbeli szakasz segitségével kossiik dssze P-t barmelyik vele
nem szomszédos cstccsal, és vagjuk szét a sokszoget ezen szakasz mentén (ez egy 2-dimenzios finomitas).
Jeloljiik z-szel a keletkez6 6 oldalpart. Az z*! és a*! oldalak kozti csticsok elhagyasaval egy 1-dimenzios
egyszertsitést hajtunk végre, és az x*! és a*! oldalak helyett egy y*! jeld oldalpar jelenik meg. Ezen
oldalpar mentén a kapott két sokszoget Osszeragasztva — vagyis egy 2-dimenzids egyszertsitést végrehajtva
— visszajutunk csaknem az eredeti allapotba, az egyetlen kiilonbség az lesz, hogy a szébol mar kikeriilt az
aa~! bettipar.

Ezt a procedurat minden tovabbi lépés utan is végrehajtjuk, hacsak lehetséges.

A sokszog peremén az oldalakat a szo altal elGirt moédon Gsszeragasztva bizonyos csticsok is oOsszeragadnak.
Nevezziik az igy 6sszeragado csiicsokat egy csticsosztalyba tartozoknak. Elérjiik, hogy egyetlen cstcsosztaly
legyen.

Tegyiik fel, hogy létezik két nem ekvivalens csiics. Ekkor létezik két szomszédos nem ekvivalens csiics
is, jeloljiik ezeket X-szel és Y-nal. Csokkenteni fogjuk az Y-nal ekvivalens csticsok szamat agy, hogy
kézben nem jon létre 4j csticsossztaly; végil Y csucsosztalya el fog fogyni. Legyen Y maésik (azaz X-t6l
kiilonb6z8) szomszédja Z és legyen Y'Z' az Y Z oldal parja. (Ez biztosan nem az Y X oldal, mert akkor
Y =Y’ és Z' = X esetén kapnink egy aa~' betiipart a széban. Y’ = X pedig nem allhat fenn, mert
X és Y nem ekvivalensek.) Vagjuk le az XY Z haromszoget (2-dimenzios finomitas) és ragasszuk vissza
a fennmarado6 sokszoghoz az Y'Z és Y'Z' oldalak azonositésaval (2-dimenzios egyszertisités). Igy az Y-nal
ekvivalens cstucsok szdma valoban eggyel csokkent. (Kérdés maradt még, hogy hogyan csokken az Y-nal
ekvivalens csicsok szama egyrdl nulldra, hiszen ezen eljaras feltételezte, hogy van két kiillonbo6zé csics az
Y csticsosztélydban. A vélasz: aa~! tipusi részszo kihtzésaval.) Vegyiik észre, hogy mikdzben az egyik
cstcsosztaly (az V) elemszamat csokkentettiik, akozben a masik, nevezetesen az X csicsosztaly elemszamat
noveltiik.
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13.4. abra. Az Y csucs ekvivalenciaosztalyanak csokkentése.

A szalagok kivalasztasa. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan oldalpar, mely a ragasztast kodold szoban
mindkétszer ugyanazon kitevGvel szerepel. Tehat a szd igy néz ki: ...a...a.... Ekkor elérhets, hogy
ezek egymés mellé keriiljenek, azaz a sz6 ...bb... alakid lesz. Valéban, kossiik Gssze az a jeld oldalak
kezd&pontjait egy sokszogon beliili szakasszal, majd vagjuk szét ennek mentén a sokszoget (2-dimenzids
finomitas), végiil ragasszuk Ossze a kapott két sokszoget az a jeld oldalak mentén.

x

13.5. abra. A szalagok kivalasztasa.

A fiilek (vagy fogantyuk) kivalasztasa. Ha még nem vagyunk kész (vagyis még nem jutottunk egy kanonikus
a1a1020as . . . aqa4 alaka szohoz), akkor létezik még olyan oldalpar, hogy a nekik megfelels bettik kiilénbozs
kitevével szerepelnek, azaz a sz6 ilyen alaki: ...a...a"!.... Ekkor létezik olyan oldalpar — legyen ennek
jele b — hogy az ezen parba tartozé két oldal el van valasztva az a jeld oldalak altal. Valéban, ellenkezs
esetben egynél tobb cstcsosztaly lenne. Ekkor a b jeld oldalpar kitevéi sziikségképpen ellentétesek (hiszen
ha egyformak lennének, akkor mar az el6z6 lépésben egyméas mellé keriiltek volna). Most vagjuk szét a
sokszoget az a jeld oldalak egymasnak megfelel§ cstcsait 0sszekotd egyik szakasz mentén — a keletkezs dj
szakaszpér jele legyen x —, majd ragasszuk Ossze a kapott két sokszoget a b jeld oldalak mentén. Végiil
az x jeld oldalpar egyméasnak megfelels csticsait 6sszekdts egyik szakasz mentén tjra szétvagva és az a jeld
oldalak mentén sszeragasztva kapunk egy xyx~ly~! alaku szérészletet. Ez pedig éppen egy fogantyt (azaz

lyukas torusz).
Ha létezik szalag, akkor minden fiil kicserélhets két szalagra. Valoban, legyen a s76 ...aa...zyz ly=!...

alakd és legyen P az a jeld oldalak kozti csics és @ az y és ! oldalak kozti csics. A PQ szakasz
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13.6. abra. Fogantyik kivalasztasa.

mentén szétvagva és az a oldalak metén Gsszeragasztva harom olyan oldalpart kapunk, melyekben a kitevék
egyenlSek. Ebbdl pedig mar a korabbi 1épések segitségével ki tudunk valasztani harom szalagot.

13.7. &dbra. A fiilek cseréje szalagokra.

Minden 1épésben csak elemi atalakitasokat végeztiink, ezzel az allitast igazoltuk. O

Arra, hogy miért lehet egy fogantyut két szalagra kicserélni (ha van legalabb egy szalag), egy masik, szem-
léletes magyarazatot is vazolunk.

13.1.13. definicié. Hagyjunk el két feliiletbdl egy-egy kis korlapot, s a kapott peremes feliileteket ragasszuk
Ossze peremvonalaik egy homeomorfizmusa segitségével. Az eredményt a két (Fy és Fy) felillet dsszefiiggd
uniojanak hivjuk és Fy# Fs-vel jeloljiik.

Ha most a feliileten (melyhez egy fogantyut szandékozunk ragasztani) van Mobius-szalag, akkor az egyik
lyukat azon végigfuttatva lathatjuk, hogy ugyanezt a feliiletet kapjuk akkor is, ha a hajlitott csé két végét
a lyukak pereméhez atellenes oldalakrol ragasztjuk. Ez viszont éppen annak felel meg, hogy a feliilethez egy
lyukas Klein kancsét ragasztunkﬂ

L Annak, hogy a csévet egyoldalrdl vagy ellentétes oldalakrél ragasztjuk, valéjaban nincs értelme. Ennek csak akkor van értelme,
ha a feliiletet ]R3-ban elhelyezve képzeljiik el. Precizen itt a peremkdrdk iranyitasait megtartd, illetve megfordité ragasztasokrol
kellene beszélni.
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13.1.14. definicié. Legyen X egy véges CW-komplexus és jeldlje ¢; az i-dimenziés cellik szamat. Ekkor a
S (—1)ic; dsszeget az X CW-komplexus Euler karakterisztikdjinak nevezziik és x(X)-szel jeldljiik.

13.1.15. tétel. Az Euler karakterisztika topologikus, sét homotopikus invaridns.

Ezt a tételt itt csak triangulalt zart feliiletekre bizonyitjuk. (Az altalanos eset bizonyitasat az Algebrai és
Differencialtopologia sav anyaga tartalmazza.)

13.1.16. allitds. Ha Fy és Fy két homeomorf trianguldlt felilet, akkor x(F1) = x(F2).

Bizonyitds. Egy triangulalt (vagy akarmilyen sokszogcsalad egyesitéseként elGallitott) F feliiletre x(F') definicio
szerint a ,csicsok szdma — élek szdma + lapok szama” Gsszeggel egyenls. Vegyiik észre, hogy az elemi atalaki-
tasok nem véltoztatjak meg az Euler karakterisztikat. Az F; feliilet triangulacioja elemi atlakitasokkal egy K
kanonikus sokszogcsaladba vihet6 at, hasonléan Fy egy Ko-be. Mivel Fy és F, homeomorfak, igy K; és K is
azok, am ez csak ugy lehet, ha megegyeznek, tehat y(F1) = x(K1) = x(K2) = x(Fa). O

Erdemes megjegyezni, hogy x(A4,) =2 — 2p és X(Ay) =2 —q.

13.1.17. megjegyzés. Egy feliilet Euler karakterisztikija és iranyithatosiga egy teljes invaridnsrendszer, azaz
két zart felillet pontosan akkor homeomorf, ha mind az Euler karakterisztikdjuk, mind az iranyithatosaguk
megegyezik. Ez utobbit (az iranyithatosagot) alabb definidljuk, de a szemléletes jelentése a kovetkezs: egy
feliilet pontosan akkor irdnyithat6, ha nem tartalmaz Mdbius-szalagot. Igy az A, feliiletek iranyithatok, az A
feliiletek viszont nem.

13.1.18. definicidé. Egy él iranyitdsdan a csicsai sorrendjének egy rogzitését értjik. Egy haromszog irdnyitdsa
a csucsainak egy ciklikus sorrendje. Egy haromszog iranyitésa az élein egy iranyitast indukal. Egy triangulalt
feliileten két haromszog irdnyitasit illeszkeddnek mondjuk, ha vagy nincs k6zos éliik, vagy a k6zos élen ellentétes
a két haromszog altal indukalt iranyitas. Egy triangulalt feliilet irdnyithatd, ha létezik a triangulacié Gsszes
haromszogének egyidejii illeszkedd iranyitasa. A haromszogek egy ilyen egyidejt illeszkedd irdnyitasat nevezziik
a feliilet irdnyitdsanak. Vilagos, hogy ha a feliilet 6sszefliggs, akkor vagy pontosan két irdnyitasa van, vagy egy
sincs.

13.1.1. A feliiletek osztalyozasanak szemléletes bizonyitasa (Fomenko nyoman)

Legyen M? egy triangulalt feliilet. Tekintsiik minden cstics egy kis 2¢ sugari kornyezetét; nevezziik ezeket
korlapoknak. Az élek e sugartu kornyezetét nevezziik szalagoknak (ezek Gsszekotik a korlapokat). A haromszo-
geknek az el6bbi halmazokba nem es6 részeit foltoknak (vagy tapaszoknak) hivjuk. Legyen k a korlapok, I a
szalagok és t a tapaszok széma. Ez esetben azt mondjuk, hogy az M? feliiletnek egy F(k,l,t) alaku felbontésa
van megadva.

Legyen K és K két kiilonboz6 korlap és L egy Sket 6sszekots szalag. Ekkor a K = K; U L U Ky halmaz
egy korlappal homeomorf altér. Hagyjuk el a Ky és Ky korlapokat és az L szalagot és helyettiik tekintsiik a K
korlapot; ilymoédon eggyel csokkentettiik a korlapok és a szalagok szaméat. Hasonlbéan, ha T és T5 két tapasz,
melyeket egy L szalag elvalaszt, akkor a T'= T, U L UT5 egy Uj tapasz az L szalag elhagyésa utédn. Ilymdédon
eggyel csokkentettiik a tapaszok és a szalagok szamat.

13.1.19. lemma. A fenti mddszerrel végiil az eredeti M? feliiletnek egy F(1,n,1) alaki felbontdsidhoz jutunk.

13.1.20. lemma. Ha minden szalag irdnyithaté mddon van az egyetlen korlaphoz ragasztva (azaz a kérlap és az
adott szalag egyesitése a hengerrel és nem a Mobius-szalaggal homeomorf), akkor a szalagok szdma sziikségképpen
pdros és a felilet homeomorf az A,, /o feliilettel.

13.1.21. lemma. Ha létezik legaldbb egy csavart (azaz nem irdnyithaté) médon ragasztott szalag, akkor feltehetd,
hogy valamennyi szalag csavart mddon ragasztott. Ekkor a felillet Al -nel homeomorf.

Alabb csak a[I3.1.19) lemma bizonyitasat adjuk meg.
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Bizonyitds lemma). Precizebben leirva a kovetkez6t csinaljuk: A haromszogelés 1-vaza egy Osszefiiggs
graf. Ennek vessziik egy F feszit6 fajat. (Ennek mentén fogjuk a korlapokat Gsszeolvasztani egyetlen korlappa.)
Vegyiik a dudlis grafot és ebbdl hagyjuk el azon éleket, melyeket F} metsz. A maradék egy Osszefliggd G graf
lesz. (Valéban, F; komplementuma pontosan akkor osszefiiggs, ha a dudlis felbontas 1-vaza Osszefliggs, azaz
G Osszefiiggs. Am M? \ F; Osszefiiggs, mert homeomorf M? \ U.(F})-nel, méarpedig U.(F;) homeomorf egy
korlappal. Ha viszont egy korlap odaragasztdsaval osszefiiggs teret kapunk egy térbél— mint M2 \ U.(F})-bél
M?-et — akkor az eredeti tér is Osszefiiggs volt, és jelen esetben M2 \ U.(Fy) 6sszefiiggs.) Tekinthetjiik tehat
a G graf egy F feszit6 fajat. Ennek mentén fogjuk a tapaszokat Osszeolvasztani. Végeredményben tehéat az Fy
fa kis 2e sugaru kornyezete lesz az egyetlen korlap; a szalagok azon élek e sugaru kornyezetei lesznek, melyek
diszjunktak mindkét fatol, végiil az egyetlen tapasz az el6z6ek komplementuma lesz, és ennek deformécios
retraktuma az F fa. O

13.1.2. Feliiletek fedései

A kovetkezSkben megvizsgaljuk, hogy ha adott két zart feliilet, vajon létezik-e az elsének a méasodikra mend
feds leképezése. Az elsd, és leglényegesebb megszoritast az Euler-karakterisztika segitségével kaphatjuk.

13.1.22. lemma. Ha F és G zdrt feliletek, és p: F — G egy k-rétd fedd leképezés, akkor x(F) = kx(G).

Bizonyitds. Vegyiink egy olyan trianguldst a G-n, melynek minden haromszdge benne van egy jol lefedett
kérnyezetben. Ekkor minden G-beli szimplexnek (cstcsnak, élnek, vagy haromszognek) pontosan k darab, vele
homeomorf Gse lesz. Az F-en igy kapunk egy triangulalast, melyre trivialisan teljesiil a Lemma allitésa. O

13.1.23. megjegyzés. RP? Euler karakterisztikija 1, ami nem oszthaté semmilyen egynél nagyobb szimmal,
igy RP? semmilyen masik feliiletet nem tud fedni.

Tudja-e 6t valamelyik feliilet fedni? Az S2-rél tudjuk, hogy igen, & kétréttien fedi RP2-t.

Mis feliilet fedheti-e RP2-t? Nem. Mert az Osszes tobbi feliilet karakterisztikaja nulla vagy negativ. Ugyan-
ezért S2-t sem fedheti semmilyen feliilet. (Persze azért is, mert S egyszeresen Osszefiiggd, igy nincs sajét magén
kiviil feddtere.) Az is vildgos, hogy S? is csak az RP?-t fedheti.

Vizsgaljuk most a tobbi feliiletet is. Ehhez sziikségiink lesz a kdvetkezs lemmaéra.

13.1.24. lemma. Minden nemirdnyithaté G felilethez létezik olyan irdnyithaté G felilet, mely 6t kétrétien
fedi.

R

gulécio haromszogeit tetszdlegesen. Minden A haromszoghdl vegyilink két ellentétesen iranyitott pédanyt, egy
Ay -t és egy A_-t: az identikus leképezés A -r6l A-ra irdnyitastarto, mig A_-rél A-ra iranyitasvalto. Ha A és
A’ két szomszédos hiaromszog, és a kozos E éliikon ellentétes iranyitést indukalnak, akkor az E-nek megfelels
élek mentén ragasszuk Ossze Aj-t A/, -szal és A_-t A’ -szal. Ha viszont az E élen azonos iranyitast indukal A
és A, akkor a ragasztast ,keresztbe" végezziik, azaz A -t ragasszuk A’ -szal és A_-t ragasszuk A/, -szal. Ezen
ragasztasokat minden G-beli A, A’ szomszédos haromszdgpérra elvégezve kapjuk a G feliiletet, és a kétrétd
G — G fed§ leképezést. O

13.1.25. megjegyzés. Az A nemiranyithat6 feliiletet az az A, iranyithato feliilet fedi kétrétien, melyre
p = g — 1. Specidlisan a Klein-kancsét kétrétien fedi a térusz. Semmi mas, csak 6nmaga és a toérusz tudja 6t
fedni, mivel csak ezeknek nulla az Euler-karakterisztikdjuk. Hasonl6an a toruszt csak a torusz fedheti (tetszoleges
rétegszammal), mivel csak a torusznak nulla az Euler-karakterisztikija az iranyithato feliiletek koziil, nem
iranyithato feliilet pedig nem tudja fedni az alabbi tétel a) pontja szerint.

13.1.26. tétel. a) Nemirdnyithato feliletrdl nem létezik fedd leképezés irdnyithatora.

b) Legyen F és G két zart feliilet, és legyen mindkettd irdnyithaté vagy mindketté nemirdnyithatd. Ez esetben
pontosan akkor létezik p : F — G k-réti fedd leképezés, ha x(F) = kx(G).
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c) Legyen az F feliilet irdnyithato, a G feliilet pedig nemirdnyithatd. Ekkor minden p : F' — G fedd leképezés
felemelheté a G feliiletre. Azaz létezik eqy p: F — G leképezés, melyre p = wo p, ahol m : G — G a kétréti
irdnyithato fedés, és p is eqy fedd leképezés.

Bizonyitds. a) Legyen p : ' — G egy feds leképezés, és legyen G egy iranyithato felillet. Akkor F' is az.
Valoban, vegyiink a G-n egy olyan triangulalast, melynek minden haromszoge benne van egy jol lefedett
koérnyezetben. Ekkor ezen haromszogek Gsei F-nek adjak egy haromszogelését. A G haromszogeinek egy
illeszked6 iranyitasa az F' haromszogeinek is egy illeszkedé iranyitasat adja, ha megkdveteljiik, hogy legyen
p minden haromszdgon irdnyitastarto.

b) Azt méar lattuk, hogy a x(F) = kx(G) egyenlGség sziikséges egy k-rétti F' — G feddleképezés létezéséhez.
A legfeljebb egy toéruszbol, ill. Mébius-szalagbdl kapott feliiletekre (tehdt S, RP? torusz, Klein-kancso)
mér megvizsgaltuk, hogy ket mely feliiletek tudjak fedni, ill. 6k mely feliileteket tudnak fedni. FEzért
a tovabbiakban csak azokkal az esetekkel foglakozunk, mikor a toruszok szédma legaldbb 2, ill. (a nem
iranyithato feliiletek esetében) a Mobius-szalagok szédma legalabb 3. Ekkor a kovetkezd egyszert konstrukcio
mutatja, hogy a fenti sziikséges feltétel elégséges is:

Tekintsiik a (21, 22) koordinatakkal koordinatazott T toruszt, ahol z1, zo egységnyi abszolat értéki komplex
szamok. Legyen a T — T k-réti fedés a kovetkezd: (z1,20) — (2F,22). Legyen m egy természetes szam, és
tekintsiik a képtorusz azon pontjait, melyekben z; egy m-edik egységgydk és zo egy rogzitett szam, példaul
1. Vegyiik ezen pontok kis korlappal homeomorf kornyezeteit , melyek egymasba mennek at a torusz 2m/k
szoOgl elforgatdsanal a z; koordinataban, és tekintsiik ezen korlapok Gseit a k-réti fedésnél, azaz km darab
kis korlapot a leképezendd téruszban. Mindezen korlapok belsejét hagyjuk el mind a kép-téruszban, mind
az Gs-toruszban. A kapott peremkorok mindegyikéhez egy lyukas toruszt ragasztva kapunk egy k-réti fedd
leképezést az Agy,+1 feliletrdl az A, 41 feliiletre.

Ha lyukas toruszok helyett Mobius-szalagokat ragasztunk e koérok mindegyikéhez, akkor egy k-réti fedést
kapunk az Ay, ., feliiletr6l az A, feliiletre. Ezzel belattuk, hogy a x(F') = kx(G) feltétel elégséges is.

c) Tekintsiink ismét egy olyan finom triangulalast a G-n, melyre minden héromszog benne van egy jol lefedett
kérnyezetben, és — mint G konstrukcidja soran — irdnyitsuk tetszolegesen ezeket a haromszogeket. Ez a
triangulacié mind a G-n, mind az F-en egy-egy triangulalast indukal. Ez utébbi triangulalasok (F-¢é és
G- ¢) haromszogeinek létezik egyideji illeszkedd iranyitésuk, mivel mind F', mind G irdnyithatoak. Akkor a
p:F — G leképezést meghatarozza, ha kikotjiik, hogy az legyen minden haromszdgon irdnyitastartd. Az
igy kapott p leképezés nyilvanvaloan fedd leképezés.

O

13.1.27. kévetkezmény. Ha F irdnyithato, G pedig nemirdnyithatd, akkor pontosan akkor létezik k-rétd F' —
G fedés, ha k pdros, és x(F) = kx(G).

Ezzel csaknem minden esetben megvalaszoltuk azt a kérdést, hogy adott F, G feliiletek és k természetes
szam esetén létezik k-rétd F' — G feds leképezés. A kimaradt esetre kérdez réa az alabbi feladat, amit a fedések
automorfizmusainak targyaldsa utan tudunk megvalaszolni.

13.1.28. feladat. Mely k természetes szamokra létezik a Klein-kancsonak k-rétd feddleképezése sajdt magdra?

13.2. Magasabb dimenziés sokasiagok osztalyozasa

ElGszor is megjegyezziik, hogy az irdnyitas magasabb dimenziés triangulalt sokasdgokra is definialhato:

13.2.1. deﬁnicié Azt mondjuk hogy egy n- dimenzi(')s szimplex csﬁcsainak két kiilonbozé sorrendje a szimplex

valosithaté meg. Tovabb pedig mlnden (indukalt iranyitas a maximaélis dimenzios valédi lapokon, triangulélt
n-dimenzios sokasig iranyitdsa) ugyanugy definidlhat6, mint 2 dimenziéban.
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13.2.2. megjegyzés. Az iranyithatosag nemcsak triangulalt, illetve triangulalhaté sokasagokra értelmezhetd,
hanem &ltalanos topologikus sokasagokra is (lokalis homologia csoportok segitségével), ez azonban tilmutat a
jelen jegyzet keretein.

A magasabb dimenzids sokasagok osztalyozasara térve megmutatjuk elGszor, hogy n > 4 dimenziéban az
n-dimenzios zart sokasagok osztalyozasara nincs remény. Ismeretes ugyanis a kovetkezs algoritmuselméleti tétel:

13.2.3. tétel. Nem létezik olyan algoritmus, mely bdarmely két véges csoportprezentdciordl eldénti, hogy ezek
izomorf csoportokat adnak-e vagy sem.

Ugyanakkor igaz az, hogy minden n > 4 természetes szdmhoz és minden S véges csoportprezentaciéhoz
épithets egy n-dimenzios M™(S) sokasag tgy, hogy M"(S) pontosan akkor homeomorf M"(T')-vel, ha S izomorf
T-vel. Mi a kovetkezs (gyengébb) tételt latjuk be:

13.2.4. tétel. Minden n > 4 természetes szamhoz és minden G végesen prezentdlt csoporthoz létezik olyan zdrt
n-dimenzids sokasdg, melynek fundamentdlis csoportja az adott csoport.

A tétel bizonyitasa el6tt egy kis el6készitésre van sziikségiink.

13.2.5. definicié. Legyen M és My két Gsszefiiged n-dimenzids sokasig. Hagyjunk el mindegyikbdl egy-egy
nyilt n-dimenziés golyot, és a kapott S™~! peremeket egy (a golyokra kiterjeds) fiiggvénnyel azonositsuk. A
kapott n-dimenzids sokasigot My és My dsszefiiggd Gsszegének nevezzik és My Ms-vel jeloljik.

Amennyiben az M7 és M, sokasagok koziil legalabb az egyik nem irdnyithato, ugy az M;# My 6sszefliggs
0sszeg homeomorfizmus erejéig egyértelmd: nem filigg sem az My, illetve My sokasagokbol kidobandd golydk
megvalasztasatol, sem a kidobott nyilt golyok peremgombjei kozti ragaszté homeomorfizimus megvélasztasatol.
Amennyiben mindkét sokasig irdnyithato, akkor az eredmény fligghet attol, hogy a ragaszté homeomorfizmus a
peremgombok kozott iranyitastartd vagy -valto. Ekkor konvencié szerint az iranyitasvalté homeomorfizmussal
ragasztanak, és akkor az eredmény egyértelmi (és irdnyithato).

13.2.6. lemma. Ha M7 és M3 n-dimenzids, zdrt sokasdgok, n > 3 és m (M7') =~ G1, valamint m (M}) = G,
akkor m (MT#M3}) =~ Gy x G2 (a Gy és Ga csoportok szabad szorzat@.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a van Kampen tételt az My# My = (M; \ D") Su_1 (Ms \ D™) felbontasra. (Fontos,
hogy n > 3.) O

Bizonyitds tételé). Ha a megadott csoportra G = 7Z teljesiil, akkor M™ = S x S"~1 megfelel. A
lemma alapjan igy minden végesen generdlt szabad csoport megkaphatd, mint egy zart n-dimenzids
sokasig fundamentélis csoportja; ehhez csupan megfelel§ szamu St x S™~! 6sszefiiggs unidjat kell venni. Legyen
tehat My, = (S* x S"71) #...# (' x §"71) (k darab S* x S"~! 6sszefiiggd unidja); ekkor m; (M) ~ Fj,, ahol
F a k elem altal generalt szabad csoport.

Legyen most egy csoportprezentacié k generédtorral és az Ry, ..., R; relaciékkal megadva. Legyenek v1, ...,y
zart, diszjunkt, beagyazott sima gorbék My-ban, melyek rendre a 71 (My)-beli Ry, ..., R; elemeket reprezentald
hurkokkal szabadon homot6pok (ehhez n > 3 is elég). Ezen gorbéket megvalaszthatjuk ugy, hogy kis kérnyezetiik
U,, = S* x D"! alaku legyen, példaul ha az R; felirdsdban szerepls generatorokat a megfelels S* x S"~!-beli
ymerididnnal”, S* x {p}-vel reprezentéljuk valamely (minden egyes generdtorra kiilonbozs) p € S”‘l—reﬂ Ha
ezen kornyezeteket kidobjuk, akkor a fundamentélis csoport nem valtozik. (Alkalmazzuk a van Kampen tételt;
itt mar fontos, hogy n > 4.) Ha most minden 0U,, = S1 x S"~1 peremkomponenshez hozzaragasztunk egy
D? x 8"~! peremes sokasagot a perem identikus azonositasaval, akkor éppen egy olyan zart sokasagot kapunk,
melynek fundamentalis csoportja a kivant prezentéaciéval bir. O

2Emlékeztets: A G x Go szabad szorzat prezentacidjat tgy kaphatjuk meg G1 és Go prezentacisibol, hogy egyesitjiik Gy és Ga
generatorait (ez lesz G1 * G2 generatorrendszere) és relacioit (ez lesz G1 * Ga-ben a relaciok halmaza).
3Valojaban abbol, hogy M, iranyfthaté, mar kévetkezik, hogy minden bedgyazott zart gérbe krnyezete ilyen.
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13.2.7. megjegyzés. A bizonyitdsban a van Kampen tétel alkalmazasidhoz tobbszor kell bazispontot valtoz-
tatni, ami 71 (Mjy)-beli konjugalas erejéig megvaltoztathatja a «; hurkok osztalyanak azonositasat (ami eleve
nem egyértelmd, hiszen a bazisponton nem athalad6é hurkokat csak szabad homotopia erejéig tudjuk tekinteni
71 (Mp,)-ban). A beragasztott D? x S"~l-ek azonban az R; reldcick ltal generdlt normalosztéval faktorizalnak,
ami pedig nem véltozik meg attél, ha az R; helyett annak egy konjugaltjat vessziik.

Mi a helyzet 3 dimenzioban? Itt méar nem &ll el minden csoport mint fundamentalis csoport, példaul nem
létezik olyan zért 3-dimenzi6s sokasdg, melynek fundamentélis csoportja 71 (M3) = Z & Z & Z & 7 vagy akar
m(M3) = Z & 7 (viszont természetesen (St x St x S1) =Z & Z & 7 eléall igy).

13.2.8. megjegyzés. Minden 3-dimenzids sokasig fundamentalis csoportjanak létezik olyan prezenticioja,
melyben a generatorok és a relaciok szama megegyezik. Ebb6l levezethets, hogy Z & Z & 7Z & Z nem ilyen
csoport.

Sokaig még a 3-dimenzids egyszeresen Osszefiiggd sokasdgokat sem tudtuk osztalyozni. Errdl szol a topologia
egyik leghiresebb problémaja, az t.n. Poincaré sejtés:

13.2.9. tétel. (Poincaré sejtés) Legyen M3 zdrt, egyszeresen dsszefiiggd 3-dimenzids sokasdg. Ekkor M3 ho-
meomorf az S gémbbel.

Ezt a sejtést 2003-ban bizonyitotta be G. Perelman, viszont megleps modon a (megfelels) altalanositasat
minden méas dimenziéban sokkal korabban bizonyitottak be.

13.2.10. sejtés. (Altalanositott Poincaré sejtés) Ha az M™ zdrt n-dimenzids sokasdg homotopikusan ekvivalens
az S™ gombbel, akkor homeomorf is vele.

Ezt a sejtést n > 5-re ugynevezett differencidlhaté sokasadgokra (lasd fejezet) latta be Smale 1960 koriil,
majd Newman terjesztette ki 1966-ban topologikus sokasagokra, n = 4-re pedig Freedman bizonyitotta be 1982
koriil. (Eredményiikért Smale és Freedman is Fields-medalt kaptak.)

13.3. Heegaard felbontas

13.3.1. definicié. Tdmdir p-fogantyinak nevezziik és By-vel jeloljiik azt a peremes 3-sokasdgot, amit egy D?
goly6bol kapunk, ha a hatarolé S? gomb p darab diszjunkt harjanak kicsiny, diszjunkt kornyezetét elhagyjuk.

Masik leiras: A D3 goly6 peremén kijeldliink p darab kérlapot, majd vesziink p darab toméor toruszt (azaz
S1 x D2-t) és mindegyiknek a peremén kijeloliink egy-egy korlapot, végiil ez utébbi korlapokat azonositjuk az
el6bbiekkel.

13.3.2. tétel. Minden zdrt, irdanyithaté 3-dimenzids sokasdg elddll két homeomorf témaor fogantyinak a peremiik
mentén vald sszeragasztival, azaz M3 = B, a% By,
P

13.3.3. definicié. Egy ilyen felbontést az M3 sokasag (egy) Heegaard felbontdsdnak neveziink; ez természetesen
nem egyértelmd. p az adott felbontas neme (vagy génusza), a minimélis génusza felbontas génusza pedig az
M3 sokasag génusza.

Bizonyitds (Heegaard felbontds létezése, tétel). Bizonyitas nélkiil felhasznéaljuk azt a tényt, hogy minden
3-dimenziés sokasag triangulalhato (lasd példaul [Mo]). Tekintsiik M egy trianguldlasdban az 1-vaz egy kis
kirnyezetét; ez egy B, lesz. A komplementum a dualis felbontés 1-vdzanak komplementumaéval homeomorf,
igy az is egy tomor fogantyd, mondjuk Bj. Am a peremeik homeomorfak, igy ¢ = p. (Egy triangulacio
dualis felbontéasat tgy képezziik, hogy minden 3-dimenziés szimplexben felvesziink egy csicsot, és két ilyen
csucsot pontosan akkor kotiink Ossze, ha a megfeleld 3-szimplexeknek van k6zos 2-dimenzids lapjuk. Az eredeti
triangulacié minden csicséhoz hozzarendeljiik azt a 3-dimenziés poliédert, melyet azon pontok alkotnak, melyek
a triangulacié csucsai koziil ehhez a csicshoz vannak a legkdzelebb. Ezek lesznek a duélis felbontas 3-cellai,
ezek lapjai pedig a 2-cellak.) O
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B Q. aBp - aBp

13.8. dbra. Heegaard-felbontés.

13.3.4. tétel. Legyen M3 tetszdleges zdrt, trianguldlt 3-dimenzids sokasdg. Ekkor x(M?) = 0.

Bizonyitds. Legyen elGszor M? iranyithato. Tekintsiik a fenti modon a triangulaciobol megkonstrualt Heegaard
felbontasat, azaz M3 = B, UB, ahol B,, az 1-vaz kirnyezete, B, pedig a duélis felbontas 1-vizanak kornyezete.
Ekkor x(0Bj,) = 2co — 2¢1. Hasonléan x(9B,)) = 2c3 — 2c2. Minthogy 0B, = 0B/, ezért co — c1 = c3 — ¢z, azaz
X(M?) =cog—c1+cy—c3=0.

Ha M? nem irdnyithat6, akkor létezik 6t kétrétiien feds irdnyithaté sokasdg. (Az iranyitdst meg nem
fordito utak homotdpiaosztilyai egy 2 indext részcsoportot alkotnak a fundamentalis csoportban. Az ehhez
tartozo feddtér iranyithato lesz.) Az Euler karakterisztika egy n-réti fedésnél n-nel szorzodik, igy az el6z8 eset
alkalmazasaval a bizonyitéassal készen vagyunk. O

13.3.5. kdvetkezmény. Pdratlan Euler karakterisztikdji felilet (igy példdul RP?) nem pereme semmilyen
kompakt peremes 3-dimenzids sokasdgnak.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F? = 0V?3. Legyen M3 = V3 IEJZ V3. Ekkor 0 = y(M3) = 2x(V?3) — x(F?).
(Altaldban (AU B) = x(A) + x(B) — x(AN B).) Tehat x(F?) = 2x(V?3) és x(F?) sziikségszertien paros. [J

13.3.6. definicié. Két zart, n-dimenzios sokasag koborddns (vagyis ,egylitt hatarold”), ha létezik olyan kompakt
(n + 1)-dimenzios sokasag, melynek pereme a ketts diszjunkt unidja. E relacié ekvivalenciarelacio, az ekviva-
lenciaosztalyok halmazan a reprezentaldé sokasdgok diszjunkt unidja pedig egy miiveletet ad, melyre nézve az
csoport lesz. Ezen csoportot az n-dimenzids (topologikus) kobordizmuscsoportnak hivjuk és NP nel jelsljiik.

13.4. Feladatok

1. Ragasszunk Ossze két Mobius-szalagot a peremvonaluk mentén. Lassuk be, hogy igy egy Klein-kancs6hoz
jutunk. (Utmutatds: Tekintsiik a Klein kancs6 szokésos forméban lerajzolt abréjanak szimmetriasikjat és
vagjuk szét ennek mentén a Klein kancsot.)

2. Szémitsuk ki az n-dimenzios (topologikus) kobordizmuscsoportot n = 0,1, 2 esetén.

3. Bizonyitsuk be, hogy B, joldefinialt, azaz topologikus tipusa csak a p-tél fiigg és nem fiigg a kdrlapok
kivalasztasatol, illetve az azonositasok modjatol.

4. Lassuk be, hogy tetszéleges F feliilet esetén S2#F = F.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

. Lassuk be, hogy a Klein kancs6 az RP2#RIP? 8sszefiiggs uniéval homeomorf.

Bizonyitsuk be, hogy egy feliilethez két szalag ragasztisa nem maés, mint Gsszefiiggd unio képzése a Klein
kancsoval.

Bizonyitsuk be, hogy egy feliilethez egy fogantyt ragasztidsa nem més, mint Osszefliggé unié képzése a
torusszal. Ezt ugy is elképzelhetjiik, hogy a feliileten két kozeli lyukat vagunk (azaz két kozeli korlapot
elhagyunk) és egy meghajlitott csdvet e két lyuk pereméhez ragasztunk a cs6 két peremkore mentén
(egyazon oldalrol).

Egy feliilet pontosan akkor iranyithaté, ha nem tartalmaz MGobius-szalagot. (Utmutatds: 2-dimenzids
egyszertsitésekkel fogjuk Ossze egyetlen sokszogbe az egész haromszogelést. Ekkor mindkét oldal a ko-
vetkezdvel ekvivalens: a peremen a ragasztast megadé szoban egyik bett sem szerepel kétszer ugyanazon
kitevével.)

Mi lesz A;#T2? Altalanosabban, hatarozzuk meg AL FEAp-t.

Legyenek aq, ..., a, kiilonb6z6 komplex szamok, és tekintsiik az
M={(z,w) € C?| 2" = (w—a1)...(w—a,)}

feliiletet. Lassuk be, hogy M egy olyan feliilettel homeomorf, melyet egy g nemti feliiletbdl kapunk [ korlap
eltavolitasaval. Hogyan fiigg g és [ a k,n szamoktol?

Milyen feliiletet definiél a 2" 4+ w™ = 1 egyenlet C2-ben?
Melyek azok a feliiletek, melyek két homeomorf részre bonthatok egy korvonallal? Két korvonallal?

Lassuk be, hogy ha az M? zart feliilet fundamentélis csoportja végtelen, akkor M? univerzalis fedtere
pontrahtuzhato.

Minden k > 2 egész szamra adjunk egy Ap — As regularis fedést.

Legyenek G = F,, és H = F,, adott szabad csoportok, és tegyiik fel, hogy H < G, valamint |G : H| = k.
Lassuk be ekkor, hogy m — 1 = (n — 1)k.
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14. fejezet

Differencialhat6 sokasagok

14.1. Differencialhaté (vagy sima) sokasagok

14.1.1. definicio.

e Az M™ topologikus sokasdgon térképnek neveziink egy olyan (U, ) pért, amelyben U egy nyilt halmaz
M"™-ben, ¢ pedig egy lokdlis koordindta: egy U — R™ homeomorfizmus R™ egy nyilt részére. Térképek egy
{(U;, ¢;)} halmazat az M™ sokasag egy (differencialhato6) atlaszdnak nevezziik, ha M™ = UU; és minden
gp;l o ; differencidlhato ott, ahol értelmezve van. Két atlasz ekvivalens, ha unidjuk is atlasz. Egy diffe-
rencidlhato struktira egy topologikus sokasdgon az atlaszok egy ekvivalenciaosztalya. Egy differencialhaté
strukturaval ellatott topologikus sokasagot differencidlhatd sokasdgnak neveziink.

e Differencialhato sokasagok kozotti leképezésekre definidlhaté a differencialhatosag (vagy simasag). M és
N differencialhat6 sokasagokra legyen {(U;, ¢;)} az M, {(V;,v;)} pedig az N egy atlasza. Az f: M — N
leképezést differencidlhaténak mondjuk, ha minden ; o f o ¢, ! leképezés differencialhaté mindeniitt,
ahol értelmezett. Nyilvanvalo, hogy az f leképezés differencidlhatosaga nem fiigg attol, hogy az M és N
differencidhato sokasadgokon mely atlaszokat tekintjiik (a differenciadlhaté struktura altal megadott ekvi-
valenciaosztalybol).

e Egy f: M — N homeomorfizmust diffeornorfizmusnak neveziink, ha az inverzével egyiitt differencialhato.
(Ekkor minden ;o f o cpi_l maximaélis rangi minden pontban.)

Sima sokasagokat szokas (megfelels feltételeknek eleget tevs) {fi}icr valamely rogzitett R™-en értelmezett
fiiggvények kozos nullhelyeinek halmazaként is definialni. (A fent emlitett ,megfelels feltételek” valojaban azt
garantaljak, hogy az implicit fiiggvény tétel alkalmazhato legyen, kovetkezésképp a kozos nullhelyek halmaza
teljesitse a[I4.1.1] definici6t.) Egy Whitneytdl szdrmazo tétel (melyet mi itt csak a kompakt esetben targyalunk)
szerint a forditott irany is igaz:

14.1.2. tétel. (Whitney) Minden kompakt differencidlhaté M™ sokasdg bedgyazhato valamilyen euklideszi térbe.
Bizonyitds. Legyenek Z; C W; C V; C U; olyan nyilt, R"-nel homeomorf részhalmazai M-nek, melyekre
Z,CZ;CW, cW,CcV,CV, CU,

és még a Z;-k is lefedik az M sokasigot, azaz UleZlv = M™; rogzitsiik tovabba a ;: U; — R™ lokélis koordi-
natakat. Sziikség esetén bévitve a halmazokat, feltehetjik, hogy v;(Z;), v¥:(W;) és ¥;(V;) egyméasba agyazott
koncentrikus golyok. Legyen p;: M — [0,1] olyan sima fiiggvény, melyre u;|W; = 1 és p;|(M \ V;) = 0. Ekkor
a ;- i Uy — R™ leképezés V;-n kiviil mar azonosan nulla, ezért kiterjeszthets az egész M-re ugy, hogy U;-n
kiviil mér 0 legyen. Jeloljiik ezt a kiterjesztett fliggvényt ¢;-vel, vagyis

(o M — Rn, melyre (Pile‘ = U "(/JZ‘ és (le(M\Uz) =0.
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Legyen )\;: M — [0,1] egy olyan sima fiiggvény, melyre \;|Z; = 1 és X\;|(M \ W;) = 0. Itt nem hasznal-
hatjuk a [I4.3.] tételhez hasonléan bizonyithat6 sima Uriszon lemmat, mert az itt bemutatott bizonyitasiban
felhasznaljuk ezt a bedgyazhatosagi tételt. Legyen K : R™ — R egy olyan sima fiiggvény, melyre K (z) =0,
ha [lz]] > 1, és [, K(z)dz = 1, és jeldlje K5 : R" — R a Ks(z) = K (%) atskélazott fiiggvényt. Ha most
X = X, az R™-beli origé kézéppontt r sugart golyd karakterisztikus fiiggvénye, akkor tekintsiik a kovetkezs

moédon definidlt K * y : R™ — R konvolaciéfiiggvényt:

(5420 @) = | Kiz)x(z - )

Ez egy [0,1]-be képez6 sima fiiggvény, mely azonosan 1 a D,_s golyon, és azonosan 0 a D, s-n kiviil. Az r
és & paraméterek megfelels megvalasztdsaval elérhets, hogy Ks * x legyen 1 a 1(Z;) zért golyon és tiinjon el
;(W;)-n kiviil; ekkor A; = 1) o (K * x) (kiterjesztve 0-ként az M t6bbi részére, mint az elébb) jo lesz.

Legyen ® = (1,1, 92, A2,..., 0k, A\x). Az alabbi allitas szerint ® egy beagyazasa M-nek egy megfelels
dimenzios euklideszi térbe, amivel a tétel bizonyitasa kész. O

14.1.3. allitas. A fent definidlt O leképezés egy bedgyazds.

Bizonyitds. ® nyilvin maximaélis rangu, hiszen ha x € W;, akkor mar ¢; maximalis rangi. Azt kell még
belatnunk, hogy ® injektiv, azaz ®(x) # ®(y), ha x # y. Legyen i olyan, hogy x € Z;. Ha most y € W;, akkor
vi(z) # ¢i(y), mert a Wi-n a ¢; injektiv. Ha y ¢ W; akkor A;(y) = 0 # 1 = A\;(x). Ezzel ® injektivitasat be is
lattuk. O

A beédgyazéaselmélet alapkérdései:

(1) Adott M™ sokasagra mi az a legkisebb ¢, melyre létezik M™-nek bedgyazésa az RY euklideszi térbe?

(2) Hany nem izotép bedgyazasa létezik M™-nek egy adott euklideszi térbe?

Térjiink most vissza a sokasdgok targyalasara. Legyen DIFF a differencidlhaté sokasagok és sima leké-
pezéseik kategoridja, TOP pedig a topologikus sokasagok és folytonos leképezéseik kategédridja. Létezik egy
természetes DIFF — TOP leképezés (a felejts funktor"). A differencialtopologia (egyik) alapkérdése a kovet-
kez6:

Kérdés: Mi mondhato errdl a felejté funktorrol?
Valaszok:

e n < 3 dimenziéban a DIFF — TOP leképezés kolcsonodsen egyértelmid, azaz minden legfeljebb 3-
dimenziés topologikus sokasagon létezik pontosan egy differencidlhaté struktira.

e 1956-ban Milnor belatta, hogy S”-en pontosan 28 darab kiilénbozé differencialhato struktira létezik. 1963-
ban Kervaire és Milnor minden n > 5-re meghataroztak S™-en a kiilonb6z6 differencidlhatéd struktarak
szamat; példaul S'%-en ez a szam 1096523.

e Kervaire 1960-ban belatta, hogy létezik olyan M?® topologikus sokasig, melyen nem létezik differencialhaté
struktura.

e Sullivan beldtta, hogy minden n > 5 dimenziés sokasidgon véges sok differencidlhaté struktura létezik.

e R"-en n # 4 esetén egyetlen differencialhatoé struktira létezik, R*-en pedig kontinuum sok differencialhaté
struktira van.

e Létezik nagyon sok olyan zart 4-sokasdg, melyen nem létezik differencialhato struktira (Freedman és
Donaldson 1985 koriil), valamint végtelen sok olyan topologikus zart 4-sokasdg van, melyen végtelen sok
(egymassal nem diffeomorf) sima struktira talédlhato.
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14.2. Leképezések

Legyen M™ egy differencialhato sokasag, és p € M™ ennek egy pontja. Tekintsiik a (—¢, €) intervallumnak M™-
be tOrténd Osszes lehetséges sima leképezését, melynél a 0 € (—¢,¢) pont a p-be képzddik, e pedig tetszbleges
(nem rogzitett) pozitiv szam. Két ilyen (akar kiilonb6zd e-hoz tartozo) leképezést ekvivalensnek tekintiink, ha
derivaltjaik a 0 pontban megegyeznek. (Vegyiik észre, hogy ennek megallapitasdhoz barmely p-t tartalmazé
térképet hasznalhatjuk.) Egy ilyen ekvivalenciaosztalyt az M sokasag egy p-beli érintdvektordnak neveziink.
Minden érintGvektorhoz egy derivdldst, vagyis egy, a p valamely kérnyezetén megadott fiiggvényekbdl a valos
szamokba mutato6 olyan linearis leképezést lehet hozzarendelni, mely teljesiti a Leibniz szabalyt. (Nevezetesen,
egy 7y gorbe osztalya rendelje az f fliggvényhez a w derivalt ¢t = 0-ban felvett értékét.) Konnyd belatni,
hogy minden ilyen derivalds megkaphaté valamely érintévektorbol. Tehét az érintGvektorokat definidlhattuk
volna derivalasokként is. Innen viladgos, hogy az érintévektorok egy n-dimenziés linearis teret alkotnak. Ezt az
M™ sokasag p-beli érintéterének nevezziik és 1), M™-nel jeloljik. Ha M™ egy euklideszi térbe van bedgyazva —
ez a beagyazas i: M™ C RY — akkor a T, M a kovetkezs, i(p)-n d&tmend L, affin altérrel azonosithaté: Legyen
(U, p) az M™ sokaség egy p koriili térképe; ekkor T,M™ az i o p~! leképezésnek a ¢(p)-beli differencialjanak
képével azonosithato.

Az Osszes T,M™ terek egyesitésén (ahol tehat p végigfut az M™ pontjain) egy természetes topologia (st
differencialhat6 sokasag strukttura) adhaté meg. Mi most csak egy RY euklideszi térbe beagyazott M™ sokasagra
fogjuk U,T, M"-en a topoldgiat definidlni. Az igy nyert teret T'M"-nel jeldljiik majd és M" érintdnyaldbjinak
nevezzitk. TM-et M"™ x R? altereként definidljuk: (p,v) € M™ x R pontosan akkor eleme TM-nek, ha v € L,,.
A TM™ térnek létezik egy m: TM™ — M™ természetes projekcioja M™-re, mely a (p,v) ponthoz a p € M™
pontot rendeli.

M™-en értelmezett vektormezdnek neveziink egy folytonos s: M™ — T M" leképezést, melyre w o s az iden-
titast adja M™-en. Ha f: M™ — N* egy differencidlhato leképezés, akkor f egy folytonos leképezést definial
TM"-b6l TN*-ba, mely a T,M" érintéteret az N* sokasag f(p)-beli Ty, N* érintSterébe képezi linedris mo-
don. E leképezés definicidja a kdvetkezs: Képezziik a v gorbe altal reprezentalt 1), M™-beli érint&vektort az fo-y
altal reprezentalt Ty, N k¥ beli érintévektorba. Az igy kapott TM™ — TN* leképezést az f differencidljdnak
nevezik és df-fel (vagy helyenként T f-fel) jelolik.

14.2.1. definicio.

e Egy olyan differencialhato leképezést, melynek differencialja minden pontban epimorfizmus (azaz sziirjek-
tiv), szubmerzidnak nevezink.

e Ha egy differencialhato leképezés differencialja mindeniitt monomorf (azaz injektiv), akkor azt immerzio-
nak hivjuk.

e Egy olyan immerziét, mely egyben topologikus bedgyazas is, bedgyazdsnak hivunk.

e Egy olyan homotopiit, mely minden pillanatban immerzio, diffeomorfizmus, illetve bedgyazas, requldris
homotdpidnak, diffeotépidnak, illetve izotdpidnak neveziink.

e Az f: M — N leképezésnek az x € M pont kritikus pontja, ha rk df (z) < dim N, vagyis z-ben df nem
szirjektiv. Az y € N pont kritikus érték, ha egy kritikus pont képe. Egy nem kritikus értéket reguldris
értéknek hivunk. (Egy reguléris értéknek specilisan lehet iires az 8se.) Péld4ul ha dim M < dim N,
akkor f(M) minden pontja kritikus érték, N \ f(M) pedig a reguléris értékek halmaza.

A differencialtopolégia alkalmazéasa az algebrai topologiaban a kovetkezd harom technikai allitason alapul:

(1) Ha M és N sima (azaz differencialhato) sokasagok, akkor tetszdleges M — N folytonos leképezés tetszdle-
gesen jol approximalhato sima leképezéssel. S6t, ha az approximélandoé (folytonos) leképezés egy kompakt
halmaz egy kornyezetén mar sima, akkor az approximald leképezés valaszthato ugy, hogy a kompakt hal-
mazon vele megegyezzen.

(2) Regularis érték Gse részsokasag.
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(3) Majdnem minden érték regularis.

Az (1) allitas bizonyitasat (M kompaktsagat feltételezve) a[l4.3|részben fogjuk részletezni (1d. [14.3.1]tételt).
A (2) allitas valojaban egy, az analizisbdl jol ismert tétel egyszert kovetkezénye, hiszen az implicit fliggvény
tétel éppen azt mondja ki, hogy ha egy p pontban az f leképezés differencialja sziirjektiv, akkor a p pont és
annak ¢ képe koriil valaszthatok ugy lokalis koordinatak, hogy ezen koordinatdkban felirva a leképezést egy
(z,y) — x alaka projekciot kapunk. Ekkor persze a p pontnak létezik euklideszi kornyezete f~1(q)-ben. Mivel
p tetszdleges pont volt, igy f~1(g) valoban sokasag.

14.2.2. megjegyzés. Igaz tovabba a tétel egy peremes sokasagokra kimondott valtozata is: Ha f : M — N
egy M peremes sokasag sima leképezése egy (nem peremes) N sokasigba, és a g pont f-nek is és a peremre
vett megszoritasanak is regularis értéke, akkor az f~1(q) C M &Sshalmaz egy peremes sokasdg, melynek pereme
része M peremének.

Végiil a (3) allitast a kovetkezd tétel teszi pontossa (a bizonyitas ismét a kovetkezG részben, a|14.3.2ftételben
keriil targyalasra). Emlékezteté: A C X sehol sem stirti részhalmaza X-nek, ha X \ A = X.

14.2.3. tétel. (Sard lemma) Legyenek M™ és N™ zdrt sima sokasdgok, f: M™ — N™ pedig egy sima leképezés.
Ekkor a kritikus értékek halmaza sehol sem siri, zdrt részhalmaza N -nek.

A [[437) és [T4:3.2] tételek bizonyitasa eltt ezek néhany fontos kovetkezmeényét latjuk be.

14.2.4. kévetkezmény. Ha f: S™ — S™ folytonos leképezés és m < n, akkor f null-homotdp (vagyis homotdp
a konstans leképezéssel.)

Bizonyitds. Ha f sima, akkor (a Sard lemma miatt) f(S™) nem fedi le az egész S™-t. Legyen f(S™) C
8"\ = R*. Am R"-ben mar minden leképezés null-homotép. Masrészt tetszéleges folytonos leképezés
tetszéleges pontossaggal approximéalhaté siméval, és ha az approximéci6é elég finom, akkor az approximald
leképezés homotép az approximalttal. Valéban, ehhez elég azt megkdvetelni, hogy a g approximéléd és az f
approximalt leképezésre tejesiiljon, hogy f(x) és g(x) tavolsdga minden = € S™-re kisebb legyen, mint 2 (ha az
S™ sugara 1). Ekkor ugyanis f(x) és g(z) kozott egyértelmiien meghtizhato az S™-en halado legrovidebb ut (a
rajtuk atmend f6kor rovidebbik ive); ezen iven egy allando sebességii homotopiaval f(z)-et g(x)-be athuzva (és
ezt minden z-re egyszerre tekintve) egy homotopiat kapunk f és g kozott. O

14.2.5. kévetkezmény. Ha m < n, akkor m,,(S™) = 0.

Alébb (a[14.2.8|tétel kovetkezményeként) majd belatjuk, hogy az S™ — S™ identikus leképezés nem homotdp
a konstans leképezéssel. Ebbdl kdvetkezik, hogy:

14.2.6. kovetkezmény. m # n esetén S™ nem homeomorf, sét nem is homotopikusan ekvivalens S™-nel.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy m < n és léteznek f: S™ — S™ és g: S™ — S™ leképezések, melyek egymés
homotopikus inverzei, azaz példéul g o f: S™ — S™ homotép az identitassal. Am f homotép a konstans
leképezéssel, ezért a kompozicié is az. O

14.2.7. kovetkezmény. m # n esetén R™ nem homeomorf R™-nel.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik egy f: R™ — R™ homeomorfizmus. Legyen p az R™-nek egy pontja
és ¢ = f(p) ennek képe. Ekkor f homeomorfizmus R™ \ {p} és R™ \ {q} kozott. Am e két tér homeomorf
Sm=1 x Ri—szal, illetve S™~1 x R}F—szal, s igy homotopikusan ekvivalens S~ !-gyel, illetve S"~!-gyel. E két
gémb azonban egymassal nem homotopikusan ekvivalens, amibdl kovetkezik, hogy R™ nem homeomorf R™-nel.
([l

14.2.8. tétel. (Altalanositott Borsuk tétel) Egy M kompakt, peremes sokasig OM pereme nem retraktuma
M -nek.
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Bizonyitds. A tételt csak differencialhato sokasdgra fogjuk bebizonyitani. Legyen tehat M™ kompakt, peremes
sima sokasag OM peremmel, és r: M — OM egy retrakcio. Feltehetjiik, hogy r sima. (Egy OM x [0, 1] hengert
M pereméhez e henger lapjanal odaragasztva bévitsiik ki M-et és kiterjessziik ki r-t e hengerre agy, hogy az
alkoték mentén konstans legyen. Ezt a kiterjesztett r leképezést mér sima leképezéssel approximalhatjuk ugy,
hogy a perem egy kirnyezetén nem véltoztatjuk.) Tekintsiik egy reguléris érték Gsét. Ez egy kompakt peremes
1-dimenzioés sokasag egyetlen peremponttal. Am ilyen a tétel értelmében nem létezik. (Informalisan, az
algebrai topologia alaptétele: A kompakt madzagnak két vége van.) g

Specialisan tehat nem létezik D"t! — S™ retrakci6. Ez nyilvanvaléan implikilja azt, hogy az S™ — S
identikus leképezés nem homotop a konstans leképezéssel. Masrészt (tigyanugy, mint a 2-dimenzios valtozatbol),
a tételbdl is megkaphato a Brouwer fixponttétel:

14.2.9. tétel. (Brouwer) Minden folytonos f: D™ — D™ leképezésnek létezik fixpontja.

Bizonyitis. Ha minden z € D™-re x # f(x), akkor az f(x)-b6l z-en &t félegyenest indithatunk, és ahol ez a
gombfeliiletet metszi, az legyen az r(z) pont. Igy egy r: D™ — S™~! retrakcitt kapunk. Az ellentmondas egy
olyan x € D™ létezését bizonyitja, melyre f(z) = x. O

14.3. Folytonos fiiggvény approximaliasa simaval

14.3.1. tétel.

(A) Legyenek M és N sima sokasdigok, M kompakt, f: M — N pedig tetszéleges folytonos leképezés. FEkkor
f-hez tetszdlegesen kizel létezik eqy g sima leképezés.

(B) Ha f eleve sima M egy L kompakt részhalmazdnak valamely U kornyezetén, akkor g megudlaszthato gy,
hogy L-en megegyezzen f-fel.

(A fenti tételben szerepld ,kozel” kovetkezSképpen értends: Rogzitsiink N-en egy p metrikat. Ekkor tetszéleges
€ > O-ra létezik olyan g: M — N sima leképezés, melyre p(f(z),g(z)) < € minden & € M esetén.)

Bizonyitds. Az (A) rész bizonyitasa harom lépésben torténik.

(1) Legyen eloszor N az R szamegyenes. Agyazzuk be M-et egy R? euklideszi térbe és terjessziik ki az f
fliggvényt M-r6l az egész R%-ra ugy, hogy az M egy kis kornyezetén kiviil nulla legyen. A kiterjesztéssel
kapott folytonos fiiggvényt szintén f-fel jeloljiikk. Legyen § az adott e-hoz és az f-hez (annak egyenletes
folytonossaga alapjan) tartozé §. Legyen K : R? — Rs( egy olyan sima fiiggvény az RY téren, melyre
K(z) =0, ha ||z| > 3, és [p, K(2)dz = 1. Legyen tovabba g(y) = (f * K)(y) = g, f(z) - K(y — 2)dz az
f és K fiiggvények konvolucioja. Ekkor g sima és |g(z) — f(z)| < e. Valdoban,

l9( l—‘/f z—xdw—/f K(z —z)dz| =

/lf |K(z—xdm<e/Kz—x)dy €.

(2) A bizonyitas nyilvan ugyanigy megy, ha N akarmilyen euklideszi tér.

(3) Legyen végiil N tetszoleges sokasag. Agyazzuk be N-t egy RP euklideszi térbe és tekintsiik f-et mint egy
RP-be men6 leképezést, majd approximaljuk egy simaval. Az N sokasagnak létezik RP-ben olyan (csGszert)
kornyezete, mely simén vetithetd N-re. Az approximalo leképezést e sima vetitéssel komponélva kapjuk a
keresett M — N approximéciot.
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Ratériink a (B) rész bizonyitdsara. Legyen V egy olyan kornyezet, melyre L C V C V C U. Legyen 6 az L
részhalmaz és V komplementerének tavolsaga. Alkalmazzuk a fenti atlagold eljarast egy ezen § feléhez tartozo
K (x) atlagolo fiiggvénnyel V karakterisztikus fiiggvényére. Eredményiil egy ¢ sima fiiggvényt kapunk, mely L
egy kornyezetén azonosan 1. Legyen f ismét az M sokasagnak egy tetszéleges euklideszi térbe mend leképezése;
ekkor tehat f = - f+ (f =9 - f).

A maésodik Gsszeadando nulla L egy kornyezetén. Ilyméddon ha ezt atlagoljuk elég kis sugaru éatlagold
fliggvénnyel, akkor tovabbra is nullat kapunk L-en. Az igy kapott sima fiiggvényt a mésodik Gsszeadandd
helyére irva a kapott Osszegfiiggvény sima lesz és L-en megegyezik f-fel. O

14.3.2. tétel. (Sard lemma) Legyen U C R™ egy nyilt halmaz és f: U — RP sima leképezés, valamint legyen
C={xeU]|rkdf, <p}. Ekkor f(C)C RP nullmértéki.

Bizonyitds. A bizonyitds n szerinti teljes indukciéval torténik. n = O-ra az allitas trividlisan igaz. Legyen
Cr={zeU|dfy =0} esC;={z €U | f, =0Vr <i}; ekkor tehat C D C; D Cy D C3 D .... A kivetkezs
harom allitast fogjuk bizonyitani, melyek egyiitt nyilvanvaléan implikiljak a tételt.

(1) p(f(C\ Cy)) =0 (vagyis f(C\ Cy) nullmérteki);
(2) p(f(Ci\ Citr)) = 0;
(3) vegil u(f(Cx)) =0, ha k elég nagy.

Az (1) allitds bizonyitasa: Ha p = 1, akkor C' = C; és az allitas ez esetben nyilvanvalo. Legyen tehét
p > 2. Ha x ¢ C4, akkor van olyan parcialis derivalt, mely nem nulla, példaul % # 0. Tekintsiik a h(z) =
(f1(z),z2,...,z,) formulaval megadott h: U — R™ leképezést. Mivel det(dh,) nem nulla, igy z-nek van olyan
V, kornyezete, melyen h diffeomorfizmus. Vegyiik most a g = f o h™1: h(V,) — RP leképezést. A g leképezés
h(V)-re vett megszoritasanak kritikus értékei ugyanazok, mint az f leképezés V-re vett megszoritasanak a
kritikus értékei, és g hipersikot hipersikba visz. Egy ilyen R?~! hipersikon a g*: R~ — RP™! leképezésnek egy
pont pontosan akkor kritikus pontja, ha a g-nek is az. Ilymddon az indukcios feltevés és a Fubini tétel implikaljak
az (1) allitast (hiszen a g(C) = Ltht(C NR?™!) halmaz minden R} ™! hipersikot nullmértékt halmazban metsz,
igy maga is nullmértékd).

A (2) allitas bizonyitasa: Feltétel szerint minden x € Cy\ Cyy1-re van egy olyan k-adik parcialis derivalt, mely
e pontban elttinik, de amelynek létezik egy olyan parcidlis derivaltja, mely nem nulla z-ben. Legyen ez a k-adik
derivalt w(x) és legyen &;x(f) # 0. Legyen tovabba h: U — R™ a h(z) = (w(z),x2,...,x,) leképezés. Ez a h
ismét diffeomorfizmus egy V,. egy kérnyezeten; masrészt h(CrNV) C 0xR"~L. Legyen g = foh™1: h(V) — R?,
g pedig g megszoritdsa a 0 x R"~1 altérre. Vegyiik észre, hogy (go h)(Cr, N V) = f(Cr N V). Az indukcios
feltevés miatt ez a halmaz nullmértékd; mivel a Cf \ Cx11 halmaz lefedhet6 megszamlalhatoan sok ilyen V-vel,
ezért, f(Ck \ Cr+1) nullmeértékd.

A (3) allitas bizonyitasa: Legyen I™ C U egy ¢ éli kocka. Belatjuk, hogy ha k elég nagy (pontosabban,
ha k > 2 — 1), akkor p(f(Cx NI")) = 0. (Mivel Cy lefedhetd megszémlalhatéan sok ilyen kockaval, ebbél
p(f(Cr)) = 0 adédik.) Taylor tétel szerint f(x + h) = f(z) + R(x,h), ahol |R(x,h)| < c|h|**1. Bontsuk I™-t
r™ darab g éli kiskockdkra, és legyen I egy ilyen kiskocka. Mivel f(I;) benne van egy —% éli kockéban, és
r™ darab ilyen kocka mértéke < 7" - (%1)P, ami nulldhoz tart midén r — oo, az allitas bizonyitasa kész. [

14.4. Feladatok

1. Lie-csoportnak neveziink egy olyan sima sokasdgot, melyen egy (differencidlhato leképezésekkel adott)
csoportmivelet adott. Lassuk be, hogy egy Lie-csoport érintényalabja direkt szorzat.

2. Melyek a 2-dimenzios Lie-csoportok?
3. Lassuk be, hogy sima sokasagok szorzata is sima.

4. Lassuk be a|14.3.1| tételt minden (nem csak kompakt) M esetére.
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10.

11.
12.

. Legyen f: R3 — R az (x,y,2) — 22 + y? + 22 — 1 formulaval megadva. Bizonyitsuk be, hogy 0 € R

reguldris értéke f-nek. Mi lesz f~1(0) ?

Legyen f: R? —» R az (v,y,2) — (22 +y? —4)? + 22 — 1 formulaval megadva. Bizonyitsuk be, hogy 0 € R
regularis értéke f-nek. Mi lesz f=1(0) ?

Lassuk be, hogy minden p-re létezik egy f: A, — R fliggvény, melynek pontosan 3 kritikus értéke van.
(Valojaban p # 0 esetén 3 nem javithato.)

Legyen f: S — R differencialhato, és legyen y € R egy regularis értéke. Lassuk be, hogy f~!(y) paros
sok pontbol all. Ha ez az érték 2k-val egyenls, akkor mutassuk meg, hogy f-nek legalabb 2k kritikus
pontja van.

Legyen most f: S? — R differencidlhato, és legyen y € R ennek egy regularis értéke. Tegyiik fel, hogy
f~Y(y)-nek k komponense van. Mutassuk meg, hogy f-nek legalabb k + 1 kritikus pontja van.

Egy f: M — N sima leképezés T' grifjinak nevezziik azon (x,y) € M x N pontok halmazat, melyre
f(x) = y. Lassuk be, hogy I' egy sima sokasag.

Tegyiik fel, hogy m < n. Lassuk be, hogy ekkor minden M™ — S™ leképezés a konstanssal homotdp.

Legyen Ny, No C M két adott részsokasag. Azt mondjuk, hogy Ny transzverzdlisan metszi Na-t, ha
minden x € N3 N N, pontra a T, Ny és T, N, alterek generaljak T, M-et. Igazoljuk, hogy két részsokasag
transzverzalis metszete is részsokasag. Mutassunk példat arra, hogy két (nem transzverzilisan) metszé
sokasag metszete nem feltétleniil sokasag.
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15. fejezet

Leképezések foka

15.1. Leképezések foka

Motivalo feladat: A szegény lokalis bakter és az Oriilt mozdonyvezets esete.

Egy oriasi koralaka palyan az 6riilt mozdonyvezets elére-hatra vezeti mozdonyat szédiilt sebességgel egy ideig,
végiil ugyanott all meg, ahonnan elindult. Igy a mozdony mozgasa a korvonal fundamentalis csoportjanak egy
elemét reprezentalta. Legyen ez az elem m € Z =~ 71(S'). A bakter a hazébol a palydnak csupan egy kicsiny
szakaszat latja. Meg kell allapitania a mozdonyvezetd altal realizalt fundamentélis csoportbeli elemet, azaz m
értéket,.

Megoldas: Valahanyszor a mozdony elrobog elGtte balrél jobbra feljegyez egy +1-et, ha pedig jobbrdél balra,
akkor —1-et. A kapott szamok Osszege adja m-et (ha a pélya balrél jobbra van iranyitva). A bakter ugyanis
nem tesz mast, mint megszamolja a palya egy pontjanak az &seit és minden Gspontot aszerint elGjelez, hogy ott
lokalisan a leképezés megérzi, vagy megvéltoztatja a kdrvonal irdnyitasat.

15.1.1. definici6. Legyen f: M™ — N™ egy sima leképezés, ahol M" és N™ zart, n-dimenzids, differencialhato
sokasagok. Legyen y € N™ egy reguldris érték. Ekkor deg, f,-nal jeloljiik és az f leképezés y-beli mod 2 fokdnak
nevezziik az f~!(y) halmaz elemszdménak parossagéat. (Vegyiik észre, hogy az f~!(y) halmaz véges, mivel egy
kompakt 0-dimenzios sokasag.)

Amennyiben M™ és N™ irdnyitott sokasagok, ugy a fokszadm nem csak modulo 2 definidlhat6. Ehhez azonban
el6szor definidlnunk kell az irdnyitott sokasag fogalmat.

15.1.2. definicio.

o Az M™ differencidlhat6 sokasag irdnyithatd, ha létezik olyan atlasza, melyben az dtmend fiiggvények (az-
az a %—1 o ¢; leképezések) mind iranyitastartok, vagyis minden pontban a Jacobi-matrix determinédnsa
pozitiv. Az ilyen atlaszt irdnyitott atlasznak nevezziik. Két irdnyitott atlaszt ekvivalensnek neveziink, ha
egyesitésiik is iranyitott atlasz. Az irdnyitott atlaszok egy ekvivalenciaosztalyat a sokasag egy irdnyitdsd-
nak nevezziik. A sokasig irdnyitott, ha adott egy iranyitasa.

e Legyen f: M™ — N két egyenld dimenzids, zart, irdnyitott, sima sokasag kozott egy sima leképezés. Le-
gyen y az f leképezés egy reguléris értéke. Ennek minden Gspontjaban definidlunk egy +1 szamot aszerint,
hogy f az adott pont koriil irAnyitastarté vagy iranyitasvaltd (azaz hogy a Jacobi matrix determinédnsa
pozitiv vagy negativ). Ezek Gsszege a leképezés deg f, foka az adott y pontban.

Célunk, hogy belassuk a kdvetkezs tételt:

15.1.3. tétel. Amennyiben N™ dsszefiiggd, a deg, fy, illetve deg f, fokok csak az f leképezéstdl (sot ennek is
csak a homotdpiaosztdlydtol), nem pedig a vdlasztott y ponttol figgnek.

15.1.4. definicié. Az igy kapott deg f = deg f,, illetve deg, f = deg, f, szdmot az f leképzés fokdnak (illetve
mod 2 fokdnak) nevezziik.
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15.1.5. megjegyzés. A tétel lehetGvé teszi a fokszam definialasat tetszdleges folytonos leképezésre. Approxi-
maéljunk ugyanis egy folytonos leképezést siméval és nevezziik e sima approximécié fokat az eredeti folytonos
leképezés fokanak. Ez a definicié korrekt, mivel minden kell6en kozeli approximacié homotép az eredeti leképe-
zéssel, igy a kozeli approximécidk egyméssal is homotopok, és homotop leképezések foka megegyezik.

A tétel bizonyitasdhoz egy sor lemmat kell elgbb belatnunk.
15.1.6. lemma. Legyen H: M™ x [0,1] = N™ egy sima homotdpia, melyre

fx) haO
g(z) ha

—_ ol

H(x,t)z{

<t<
2
<<

Legyen tovdbbd y a H leképezés egy reguldris értéke. Ekkor deg, f, = deg, gy.

Bizonyitds. H™'(y) peremes 1-dimenziés kompakt sokasag, tehat paros sok perempontja van. Am a perem
éppen az f~1(y) x {0} és a g~ (y) x {1} halmazok egyesitése. Tehét deg, f, + degy g, = 0 mod 2. O

15.1.7. lemma. Ha az M" és N™ eldz6 lemmabeli sokasdgok irdnyitottak, akkor deg f, = deg g,.
Bizonyitds. Ehhez csak azt kell belatni, hogy ha L a H~!(y) egy komponense, akkor

e ha 0L mindkét pontja az M™ x [0, 1] henger ugyanazon peremén van (azaz vagy mindketts az M"™ x {0}-n,
vagy mindketté az M™ x {1}-en), akkor ezek ellentétes elGjeld pontok, illetve

o ha viszont kiilonb6z6 peremeken vannak (azaz az egyik M™ x {0}-n, a méasik pedig M™ x {1}-en), akkor
ezek megegyez6 elGjeld pontok.

Valasszuk ki L egy iranyitasat. Minden g € L pontra egyértelmten kivalaszthato a Ty, (M x [0, 1]) érintGtérben
a T,L-re meréleges K, altérnek egy olyan iranyitasa, mely az L iranyitasaval egyiitt az M"™ x [0, 1] henger
iranyitasat adja. Vilagos, hogy K, leképezése a Ty N-be ugyanolyan elGjeld minden ¢ € L-re. Innen az allitas
nyilvanvalé. 0

A tovébbiakban degy) f a mod 2 definialt deg, f fokot jelenti a nem-iranyitott, és deg f € Z-t az iranyitott
esetben.

15.1.8. lemma. A degy) fy fok lokdlisan konstans. Azaz létezik az y reguldris értéknek egy olyan V,, kornyezete,
hogy minden z € Vy-ra degy) f. = degy) fy-

Bizonyitds. Legyenek y Gsképei f~1(y) = {z1,...,7n}, és valasszunk mindegyik koriil egy U; kornyezetet,
melyet f diffeomorf modon képez a képére; ezen képeket Gsszemetszve és ennek megfelelGen szikitve az U;-ket
feltehetd, hogy az Gsszes f(U;) ugyanaz a V' C N nyilt halmaz. Mivel M \ U;U; kompakt, ezért f(M \ U;U;)
is az; az y pont nincs benne, tehat V helyett V' \ f(M \ U;U;)-t véve és ennek megfelelGen sztikitve az U;-ket
azt is feltehetjiik, hogy f~%(V) = U;U;. Ha V nem lenne utdsszefiiggs, akkor cseréljiik ki az y-t tartalmazo
utosszefliggGségi komponensére. Ez a V mér megfelel a lemma kdvetelményének, hiszen minden z € V esetén
f71(2) mindegyik U;-bél tartalmaz egy-egy pontot, melynek eljele ugyanaz, mint f~'(y) N U;-nek — a Jacobi-
métrix determinansanak elGjele nem véltozik egy f~'(y) N Ui-t f~1(2) N Us-vel U;-n beliil dsszekdts, csupa
regularis ponton athalad6 iv mentén. O

15.1.9. lemma. Legyenek f és g homotop leképezések M™-bdl N™-be, és legyen y eqy kézds requldris érték.
Ekkor deg(2) fy = deg(2) Gy-

Bizonyitds. A [15.1.8 lemma alapjan vannak y-nak olyan V; és V, kornyezetei, melyek f, illetve g regularis
értékeibdl allnak és melyeken beliil fekvé z pontokra deg (o) f2 = degy) fy, illetve deg(y) g. = deg(s) gy. Legyen
most H : M x[0,1] — N egy f-et g-vel Osszekotd, a[l15.1.6|lemma feltételeit kielégitd homotopia (ez létezik, mert

tetszoleges f-et g-vel 6sszekdté homotopiat at € [%, 5| intervallumba atskalazva és konstans modon kiterjesztve
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a tobbi idére megfelels homotopiat kapunk). Valasszuk H-nak egy y’ reguléris értékét Vy N Vi -ben, ekkor a
[15.1.9 lemma, illetve a[I5.1.7] lemma felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

degg) fy = deg(y) fiy = deg(y) gy = deg(a) gy-
O

A foknak a vélasztott ponttol valo fiiggetlenségét bizonyité [15.1.11] lemma bizonyitasa a [15.1.10] lemman
mulik.
15.1.10. lemma. (Homogenitési lemma) Legyen y és z két tetszéleges pontja az dsszefiiggd N™ sokasdgnak.

Ekkor létezik olyan H, diffeotdpia (azaz olyan homotdpia, mely minden pillanatban diffeomorfizmus), melyre
Hy = identitds, és Hy(y) = z.

Bizonyitds. Minden x € N™ esetén legyen R, C N™ azon w pontoknak a halmaza, melyekre létezik H; diffeoto-
pia Hy =identitas, H; (z) = w tulajdonsdgokkal. Allitjuk, hogy R, minden x-et tartalmazo, golyoval diffeomorf
koordinatakornyezetet tartalmaz és igy kornyezete x-nek. Legyen ugyanis B C R” egy nyilt golyo, és p, illetve

Ehhez vegyiik a pq szakasznak egy olyan nyilt, B-ben kompakt lezirast kérnyezetét, mely diffeomorf a I x D71
egységnyi sugara tomor hengerrel, és rdadasul ennél az azonositasnal a p és q pontok az I x {0} szimmetria-
tengelyre keriilnek, a (p,0), illetve (¢,0) pontokba, 0 < p < ¢ < 1 mellett. Valasszunk egy g : I — I sima
fliggvényt ugy, hogy teljesitse a kovetkezs feltételeket:

e ¢’ > 0 az egész I intervallumon;

e létezik olyan € > 0, hogy g(z) = x valahdnyszor 0 <z <evagy l —e <ax <1;

* 9(p) =¢
Ilyen g fiiggvény létezik, hiszen a feltételeket g derivaltjara atirva a kovetkezd konnyen teljesithets feltételeket
kapjuk:

* 9(0)=0;

e ¢ > 0 az egész I intervallumon;

o J,¢(@)de = 1;

e létezik olyan € > 0, hogy ¢'(z) = 1 valahdnyszor 0 < x <evagy 1 —e <x < 1;
. f[O,p] g (x)dz = q.

Valasszunk tovabba egy sima p : I — I  Jecsengetd” fiiggvényt, melyre létezik olyan € > 0, hogy p(x) = 1, ha
0<z<e,illetve p(r) =0, hal—ec <2 <1. Ekkor a

oI x D" — T x Dl
ei(s,z) = (t-p(lzl]) - g(s) + (L —t-p(]z]))) - 5,2)

homotoépia kénnyen ellenérizhet médon Ix D"~ ! identitasdnak olyan diffeot6pidja, mely egy kompakt halmazon
kiviil id6ben konstans és melyre ¢ (p,0) = (g, 0).

Nyilvanvalo, hogy w € R, ekvivalens azzal, hogy « € R,, (a bizonyité diffeotopia idejét megforditjuk),
valamint ha w € R, és u € Ry, akkor u € R, is teljesiil (a két tartalmazast bizonyito diffeotopiat egymas
utan végrehajtva z el6szor w-be, majd wu-ba keriil). Ez viszont azt jelenti, hogy mindegyik R, nyilt, mert ha
y € Ry, akkor Ry, C R, egy kornyezete y-nak R,-ben; és az R, alakt halmazok rendszere particidja N-nek,
hiszen nyilvanvaléan lefedik N-t és ha R, N R,, # 0, akkor minden u € R, N Ry-re z,w € R, is teljesiil és
kovetkezésképpen R, C R, C R,, valamint R, C R, C R, is igaz, tehat R, = R,,. Feltettik, hogy N
Osszefiiggl, igy egy ilyen particié csak trivialis lehet, minden x € N esetén R, = N, ami a lemma éallitasa. [
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15.1.11. lemma. Legyen N™ dsszefiiggd és legyen y €s z az f leképezés két tetszdleges requldris értéke. Ekkor
deg(g) fy = deg(z) fz-

Bizonyitds. Legyen Hy egy y-t z-be vivé diffeotopia. Ekkor y regularis értéke f-nek is és Hy o f-nek is, igy a
15.1.9lemma szerint deg,y fy = deg(Hi o f), = deg(s) le—l(y) = degy) [ O

15.2. Alkalmazasok

Most pedig ratériink a fent definidlt fok fogalmanak alkalmazasara.
15.2.1. tétel. Pdros dimenzids gombfelileten nem létezik sehol el nem tind érintd vektormezd.

Bizonyitds. Az x — —x leképezés az S?* gombfeliileten egy —1 foku leképezés. Valéban, ez 2k + 1 darab
hipersikra valo tiikrézés kompozicidja, és mivel mindegyik tiikrozés foka —1, igy a kompozicié foka (—1)2F+!1 =
—1. Masrészt, ha egy gémbon létezik nem nulla érinté vektormezd, akkor az identitds homotép az z — —=x
leképezéssel, ugyanis minden = pontot folytonosan at tudunk deformalni a —x pontba az x-ben adott érintévektor
iranyaba kiindulo félfékoriv mentén. Am az identitas foka nyilvan 1. Tehéat paros dimenziés gombfeliileten
x +— —x nem lehet az identitassal homotép, kovetkezésképp egy ilyen gdbmbdn nincs sehol el nem tiing vektormezé
sem. g

Emlékeztets: Paratlan dimenziés gdmbon mindig létezik sehol sem nulla érint6 vektormezd. (Vegyiik példaul
az r € S?~1 ¢ R?* ~ CF pontban az ix vektort.) Természetesen vetdik fel az a kérdés, hogy hany, minden
pontban fiiggetlen érintévektormezd adhaté meg az S”~! gémboén? A valaszt 1961-ben Adams adta meg: S~ !-
en pontosan p(n)—1 (fiiggetlen) érintémezd adhaté meg, ahol p(n) definicioja a kovetkezs: Ha n = (2a+1)2¢+44
(ahol 0 < ¢ < 3), akkor p(n) = 2° + 8d.

15.2.2. lemma. Legyen f,g: (R",0) — (R",0) két irdnyitistarté diffeomorfizmus. Ekkor létezik olyan ho-
motdpia, h: [0,1] x (R™,0) — (R",0), melyre minden régzitett t € [0, 1]-re hy(x) = h(t,z) diffeomorfizmus és
ho = g, hy = f

Bizonyitds. ElGszor belatjuk, hogy f egy diffeotopiaval Gsszekdthets a sajat 0-ban vett differencialjaval. Le-
gyen ehhez hy = 1f(tx), ha 0 <t < 1, és hg = dfy. Ez egy folytonos leképezés-csalad (tehét homotopia),
mert limy_,o § f(tz) = dfo(z) minden z-re, és nyilvanvalo, hogy mindegyik h; diffeomorfizmus. Ismert, hogy
GLT(n,R)-nek deformécios retraktuma SO(n), tovdbba hogy SO(n) utdsszefiiggs. Ez utobbi allitdst induk-
cioval lathatjuk be a kovetkezs leképezés segitségével: legyen SO(n) — S™~! az a leképezés, mely minden
matrixhoz annak elsé oszlopvektorat rendeli. Ekkor minden pont 6se egy SO(n — 1); s6t az S"~! minen pont-
jénak van olyan kornyezete, melynek Gse e kornyezetnek és SO(n — 1)-nek direkt szorzata. Most mar S™~1
és SO(n — 1) utosszefliggs voltabol konnyen kovetkezik SO(n) utosszefiiggdsége. E harom lépés implikalja a
Lemma allitasat. O

15.2.3. tétel. (Hopf) Legyen M™ zdrt, dsszefiiggd, irdnyithato differencidlhato sokasdyg. Jelolje [M™,S"] az
M™ — S™ folytonos leképezések homotdpiaosztilyainak halmazdt. Ekkor a deg: [M™, S™] — Z fokszdm-leképezés
kdlesondsen egyértelmid megfeleltetést létesit az egész szdmok halmazdval.

Bizonyitds. ElGszor belatjuk, hogy a deg leképezés sziirjektiv, azaz tetszéleges k egész szamra létezik k foku
M™ — S™ leképezés. Vegyiink fel |k| darab diszjunkt, D™-nel diffeomorf halmazt M"-ben, majd ezek mind-
egyikét képezziik le S™-re gy, hogy a peremiik mind az S™ déli polusaba, a bels§ résziik pedig diffeomorfan és
irdnyitastartéan a déli polus komplementumara képzddjon. Képezziik M™ Gsszes tobbi pontjat a déli poélusba.
Igy nyilvan egy |k| foku leképezést nyertiink. Ha k negativ, akkor komponaljuk a kapott leképezést az S™ egy
—1 foka 6nmagéra valo leképezésével (pl. egy hipersikra valo tiikrozéssel). Ezzel belattuk, hogy a deg fiiggvény
sziirjektiv.
deg injektivitasa a kovetkezg allitas kovetkezménye lesz.

15.2.4. allitas. Legyen f és g két k € Z foki M™ — S™ leképezés. Ekkor f és g homotdpok.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy k > 0 (a k < 0 eset teljesen analog). Belatjuk, hogy f (és ugyanigy g is) homotdp
egy ,standard" leképezéssel, amelynél egy § € S™ pont Gsének a komplementere k darab D™-nel diffeomorf,
paronként diszjunkt Uy, ..., Uy nyilt halmazbol 4ll, és mindegyik Uj-re megszoritva a leképezést az iranyitastarto
homeomorfizmus S™ \ g-ra. Ha ezt belatjuk, készen vagyunk, hiszen barmely két standard leképezés esetén M™
identitasanak egy homotopijaval elérhetjiik, hogy a kétfajta U; halmazok megegyezzenek, majd mindegyik U;-n

Legyen g egy reguléris érték, p1,pe,...,pn ennek Gsei, V a g-nak, U; pedig a p; pontoknak olyan diszjunkt,
int D"-nel diffeomorf kornyezetei, hogy f~*(V) = UU;, és az U; kirnyezetek diszjunktak. Fujjuk fel a V
kornyezetet gy, hogy egy ¢ pont hijan beboritsa az S™ gémbdt. Ez megvaldsithaté az S™ géomb identitasa
egy homotoépidjaval. Ezt f-fel komponalva egy homotépiat kapunk, mely f-et egy olyan leképezéssel koti
Ossze, mely ezen U; kornyezeteket (egy pont hijan) S™-re képezi, az U;-ken kiviili pontokat pedig ezen egyetlen
pontba. Egyes U;-ken a leképezés irdnyitastartd, méas kornyezeteken pedig iranyitasvalté. Most mar csak azt
kell belatni, hogy egy homotopiaval egy ellentétes elGjelii kornyezetpar eltiintetheté V' 6shalmazabél (igy végiil
a ¢ pontnak k Gsképe marad és standard leképezéshez jutunk). Legyen mondjuk U; és Us egy pozitiv és egy
negativ kornyezet (azaz a leképezés Ui-en irdnyitastartod, Us-n pedig irdnyitasvalto). A lemma, szerint az
U =R" - R"™ = 8™\ x leképezés az identitassal, az Us — S™ \ * leképezés pedig egy koordinatasikra vett
tlikrozéssel izotop. Ekkor e két kornyezet eltiintethets: Hozzuk e két kornyezetet egy kockaba, és legyenek ott
egymés valamely sikra vonatkoz6 tiikorképei, s6t legyen a leképezés is tiikorszimmetrikus e két golyon; ezek
komplementuma pedig képz6djon egy pontba. Akkor ezen a kockdn egy homotopiat definidlhatunk, mely a
peremén tovabbra is konstans, beliil pedig a kocka feletti hengerben forgassuk &t az egyik goly6t a mésikba. A
henger e forgatéas altal sdrolt részén definidlja a homotépidt az, ahogy a golydé minden pontja a forgatasa soran

allanddan ugyanoda képzddik. A henger fennmaradé pontjai ugyanoda mennek, mint a kocka pereme. 0
A allitas bizonyitasaval immar a [15.2.3|tétel bizonyitésa is teljes. 0

15.2.5. kiegészités. Ha M"™ zdrt, dsszefiiggd, de nemiranyithato, akkor a mod 2 fok eqy kélcsondsen egyértelmi
megfeleltetést létesit az [M™,S™] homotdpiaosztilyok és Zo kozott.

Bizonyitds. A bizonyitds hasonloan megy, mint a fenti esetben. Ha van két Gskdrnyezet, melyek egy adott
kérnyezetben egyforma elGjeltek, akkor az egyiket egy iranyitasfordito aton végigtolva mar egyazon koordinata-
rendszerben ellentétesek lesznek e kdrnyezetek elGjelei, és most mar eltiintethetk a fenti eljarassal. A bizonyitéas
tObbi része sz6 szerint elismételhetd. O

15.2.6. kovetkezmény. 7, (S™) =Z
15.2.7. kévetkezmény. Ha f: S™ — S™ olyan fiigguény, melyre deg f # (—1)"*L, akkor f-nek létezik fizpontja.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f-nek nem létezik fixpontja. Ekkor f(z)-et az z-bgl a —z pontba fujhatjuk
(pontosabban: tekintsiik a

tf(z) — (1 —1t)x
i) @ = (=1
tf(z) — (1 —t)z|
homotépiét), s igy f homotép lesz az @ — —x leképezéssel, melynek foka (—1)"*1. Ekkor azonban f foka is
ennyi kell legyen. O

15.3. A Poincaré-Hopf tétel

Legyen Q egy R™-beli korlatos tartomany, melynek pereme egy sima hiperfeliilet. Legyen v egy olyan, véges
sok nullhellyel rendelkezé folytonos vektormezd 2-n, melynek a peremen nincs nullhelye, s6t ott mindig kifelé
mutat.

15.3.1. definicié. Szoritsuk meg a I%I : 0 — R"™ leképezést a P nullhely koriili kis e sugara gémbfeliiletre. Ekkor

egy S"1(P,e) — S" ! leképezést kapunk. Ennek foka a v mezd P-beli indeze. (Ennek soran S™~1(P, ¢)-t a kiilss
normaélissal iranyitjuk.) Egy iranyitott hiperfeliilet Gauss-leképezése pedig nem maés, mint a hiperfeliiletnek az
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egységgdmbbe valo (az irdnyitas altal meghatarozott) egységnyi normélvektor altal megadott leképezése. (Egy
x pont képe tehat: az x-beli normalvektort elvissziik pArhuzamosan az origéba, s tekintjiik ennek végpontjat az
orig6 koriili egységgdmbon.)

15.3.2. tétel. Egy fenti Q) és v esetén a nullhelyekben vett indexek 0sszege minden ilyen v mezdre ugyanaz,
éspedig megegyezik a perem Gauss-leképezésének a fokdval.

Bizonyitds. Ha egy kompakt, peremes, iranyitott n-dimenzios sokasagot képeziink le egy (n— 1)-dimenzios zart,
iranyitottba, akkor a peremre vett megszoritas foka nulla. Alkalmazzuk ezt az Q* = Q\ {a nullhelyek kis e
kérnyezetei} peremes sokasagra és a v leképezésre. Vegyiik még észre, hogy Q peremén v és a Gauss-leképezés

O

15.3.3. definici6é. Legyen M"™ C R""* egy sima sokasag. Azt mondjuk, hogy M™-en adott egy folytonos érintd-
vektormezd, ha minden € M™ pontra adott egy v(x) € T, M™ C R"* érintévektor, mely egy v: M™ — Rk
folytonos leképezést ad. Tegyiik fel, hogy v-nek véges sok nullhelye van. Minden P nullhelynél a v mez6 indexét
ugy definidljuk, hogy levetitjiikk a P pont M™-beli kis kdrnyezetét Tp M"™-be és ennek az immar eukildeszi térbeli
mez6nek tekintjiik az indexét P-ben.

15.3.4. tétel. (Poincaré-Hopf) Legyen M™ egy tetszdleges zdrt sima sokasdg, és v egy folytonos érintdvektor-
mezd véges sok nullhellyel. Ekkor a nullhelyekben vett indexek dsszege megegyezik az M™ sokasdg Euler-karak-
terisztikdjdval.

Bizonyitds. Legyen M™ az R™* euklideszi térbe bedgyazva. Terjessziik ki az M™-en adott v vektormezét egy
w, az M™ egy T kis (csGszerti) kornyezetén adott vektormezgvé a kovetkezd formulaval: a2 € T-re legyen r(z)
az. M™ sokaséag z-hez legkozelebbi pontja (ez egyértelmd, ha T kellGen kicsi), és legyen w(z) = v(r(z)) + (x —
r(z)). A w vektormezdre a T tartomanyon alkalmazhat6 a fenti Hopf tétel (15.2.3), hiszen w a T peremén
nyilvan kifelé mutat. Masrészt w nullhelyei nyilvan megegyeznek v nullhelyeivel, s6t — mint ezt a [15.3.5]
lemmaéaban alabb belatjuk — egy ilyen nullhelyen v és w indexei megegyeznek. Ilymédon azt kapjuk, hogy M-en
barmely v vektormez6re (melynek véges sok nullhelye van) a nullhelyek indexeinek 6sszege mindig ugyanannyi.
a triangulacio szimplexeinek baricentrumai (azaz stulypontjai), és egy ¢ dimenzids szimplex silypontjaban a
nullhely indexe (—1)* lesz. Ez utébbi allitas mér bizonyitani fogja a Poincaré-Hopf tételt. El6bb azonban l4ssuk
a lemmaét.

15.3.5. lemma. Legyen P a v és w fenti vektormezdk kézdés nullhelye. Ekkor v P-beli indexe megegyezik w
P-beli indezével.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy x egy kornyezetében M™ megegyezik az érintGterével. Ekkor a w vektormezd az
S"=1(P,e) = S"TF=1(P e) N M™ pontokban az (z,y) — v(x) + y formulaval adhaté meg, ahol x € M™ és y
merGleges M™-re. Itt tehat a v-nél és a w-nél vett Gs6k és az azokban vett elGjelek megegyeznek. Maésrészt
S"~1(P, €)-on kiviil nincs ,yvizszintes” (azaz TpM"-nel parhuzamos) vektor. Részletezve: legyen R" @ RF a P
pont egy kornyezetével azonositva gy, hogy az origd6 P-nek, az R™ & {0} altér pedig a P pont egy M™-beli
kornyezetének felel meg. A v vektormezdrél feltessziik, hogy az e sugarta gobmbon e nagysagu, azon beliil pedig
szigortian rovidebb e-nal. A w vektormezd fokat az S™~! x DF U D™ x S*~! gémbfeliileten szamoljuk ki, ahol
az értékei ugyancsak S"~! x D¥ U D™ x S¥~1-hen vannak. A fokszam kiszamolasa soran tekinthetjiik ez utobbi
feliiletet, hiszen a normalas egy 1 foku leképezés az {||z| = 1, |ly|]| < € vagy ||y]l = &, ||z]| < 1} feltételekkel
definialt térbél az egységdmbre. Itt viszont egy (z,y) € S"~! x DF vektor dsképe v='(z) x {y} lesz, és ezekben
a pontokban w derivalt matrixa egy blokk-diagonalis métrix lesz, az &tlén % és Fj matrixokkal; ezért ennek

determinansa ugyanaz lesz, mint (% determinansa. Tehat v és w fokszama megegyezik. O

A tétel bizonyitasahoz végiil megadunk egy olyan vektormezst, melynek nullhelyei a szimplexek sily-
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baricentrikus felbontas egy i-dimenziés szimplexét az R’ i-dimenzios euklideszi térben a kévetkezd szimplexszel:
Legyen e, eq,...,e; egy ortonormalt bazis, és tekintsiik az

0,e1,e1+e9,...,e1+ -+ ¢

pontok konvex burkit, amit A-nak neveziink: A = {(t1,...,t;) € R": 0 < t; < --- < t; < 1}. A baricent-
rikus felbontas minden szimplexe megfelel az eredeti felbontés egy pg, ..., pn cstcsokkal rendelkezd szimplex
csicsai egy rendezésének: a pg, ..., p, sorrendnek megfelel a pg, % e, % csucsokkal rendelkezd
baricentrikus szimplex. Ezt egyértelmien azonosithatjuk A-val egy linearis leképezéssel agy, hogy W -nek
az e; + -+ + e, csucs feleljen meg. A-n egy v vektormezst definidlunk a kovetkezs formulaval: A (tq,...,¢t;)

koordinétéjfl (t1eq + - - - + t;e; helyvektorral rendelkezs) pontban v értéke legyen:

Jj=t

Oty ) = (t—t)e

Jj=1

Ez a mez8 pontosan A csiicsaiban tiinik el és minden lapon benne fekszik az adott lapban. Ha a kivalasz-
tott baricentrikus szimplex része egy nagyobbnak, akkor a nagyobbdl hasonlé formulaval nyerheté vektormezd
megegyezik a kisebbik szimplexen az ott ezen formulaval definidlt vektormezével. Belatjuk, hogy ha a bari-
centrikus felbontas minden szimplexén igy definidlunk egy vektormezét, akkor a sokasagon kapott mezs indexe
az k-dimenziés baricentrumokban pontosan (—1)* lesz. Legyen zo egy k-dimenzi6s baricentrum, azaz egy k-
dimenziés szimplex silypontja. E szimplex lapja néhany n-dimenzidés szimplexnek. Tekinsiink ezek koziil egyet
és végezziik el a fenti azonositast; ekkor xg az e; +- - - +ej, vektorral lesz azonositva. Komponaljuk a v mezsét azon
leképezéssel, mely megvaltoztatja R™ els6 k koordinatdjanak az eljelét; ez nyilvan egy (—1)F foku leképezés.
Ha tehét a kapott v, mezd indexe zg-ban 1, akkor az eredeti v-¢ (—1)*. Az xy koordinatai (1,1,...,1,0,...,0),
ahol k darab 1 és n — k darab 0 all. Legyen x egy tetsz&leges xp-hoz kozeli pont és legyenek x koordinatai
(t1, . sty thg1y .o oytn), ahol 1 >ty > tg > -+ >ty > 1 —cése >ty > -+ > t, > 0. Ahhoz, hogy
belassuk, hogy a v mezd indexe xg-ban 1, elég belatni azt, hogy a (vi(z),z — x¢) skalarszorzat egy xo koriili
kis gombfeliileten mindeniitt pozitiv. A fenti formulak szerint ezen skalaris szorzat egyenls a

n

k
D —t)t =1+ Y (-t

j=1 j=k+1

kifejezéssel. Ez pedig minden szébajové ti,...t, koordindtdkra pozitiv, igy belattuk azt, hogy v indexe a
baricentrumban (—1)¥. Ezzel pedig — az Euler-karakterisztika definicija értelmében — a Poincaré-Hopf tétel
bizonyitasa kész. O

15.3.6. kovetkezmény. Pdratlan dimenzids zdrt sokasdg Euler karakterisztikdja nulla.

Bizonyitds. Legyen v egy tetsz6leges vektormezs véges sok nullhellyel. (A bizonyitas utolso lépése szerint ilyen
létezik.) A tétel szerint a nullhelyek indexeinek sszege az Euler karakterisztika. Ugyanez igaz a —v vektormezore
is, amelynek a nullhelyei ugyanazok, a nullhelyek indexei pedig (mivel a sokasag paratlan dimenzios) (—1)-
szeresei a v-hez tartoz6 indexeknek. O

15.3.7. kovetkezmény. Ha egy M" zart, sima sokasdig Fuler karakterisztikdja pdratlan, akkor nem pereme
semmilyen sima kompakt sokasdgnak. Specidlisan RP?" nem null-koborddns (azaz nem pereme semmilyen
kompakt sima sokasdgnak).

Bizonyitds. (Ugyanigy megy, mint RP2-re.) Ha M™ = 9W"*1 akkor legyen DW"+! = Jyntl U Wntl, Ekkor

X(DWnHL) = 23 (WnHL) — x(M™). Masrészt az el6z6 kovetkezmény szerint n péros (hiszen X(M”) # 0), igy
DW" L egy zart, paratlan dimenzios sokasag. Tehat xy(DW™T1) =0 és x(M") = 2x(W"*+!) — ellentmondas.
(]
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15.4. A Borsuk-Ulam tétel

15.4.1. tétel. (Borsuk-Ulam) Legyen f: S™ — R"™ egy folytonos leképezés. Ekkor létezik olyan x € S™, melyre
f(x) = f(-2).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f(x) # f(—z) minden z € S™-re. Ekkor egy
g: 8" — st

@) - f(-)
9@) = 1F@) — (o)

leképezés definidlhato, mely paratlan, azaz g(—r) = —g(x). Legyen S"~! az S™ egyenlitSje. Ekkor a
glgn-1: 8"t — gl

megszoritds null-homotop, hiszen kiterjed példaul az S™ fels§ félgombjére, ami a D™ golyéval homeomorf.
Masrészt a glgn-1: S"~1 — S"~1 leképezés paratlan és beldtjuk, hogy egy ilyen leképezés foka mindig paratlan.

15.4.2. lemma. Minden pdratlan g: S* — S* leképezés foka pdratlan.

Bizonyitds. Nevezziik a g: S¥ — S* leképezést szépnek, ha az S*~! egyenlitén megegyezik az identitassal.
El6szor legyen g ilyen. Tekintsiik az S* U S* két diszjunkt gomb azon h leképezését az S* gdmbbe, mely az
els6 gobmbon a g, a masodikon az identitas. Vilagos, hogy degh = degg + 1. Masrészt tekintsiik azt a masik
h*: Sk U Sk — S* leképezést, mely h-bol az als6 félgombok kicserélésével all els. Az igy kapott leképezés foka
nyilvan péros, hiszen ha h;: S¥ — S* a h* megszoritasa az els§ gémbre, akkor a masodikra a megszoritasa
ha(x) = —hy(—x), igy deghy = (—1)k*1 - deghy - (—1)**! = deg hy. Mivel nyilvan deg h = deg h*, azt kaptuk,
hogy degg + 1 = 2deghq, igy deg g paratlan.

Legyen most g egy tetszbleges paratlan leképezés. Belatjuk, hogy egy ilyen leképezés mindig homotép egy
paratlan szép leképezéssel. Ez kovetkezik az alabbi altalanosabb lemméabol.

15.4.3. lemma. 1. Legyen A ésY két szimplicidlis komplezus, melyeken rendre adottak az o és B szimplicidlis
szabad involucidck. (Egy involucié olyan homeomorfizmus, melyet 6nmagdval kompondlva az identitdst kapjuk.
Egy involucid szabad, ha nincs fizpontja.) Legyen tovibbd dim A < k — 1, ahol Y (k — 1)-dsszefiiggd, azaz
minden i < k esetén m;(Y) = 0. Legyen f és g az A tér két tetszdleges ekvivarians leképezése Y -ba, azaz
foa=pof ésgoa = Pog. Ekkor f és g ekvivaridnsan homotopok, azaz létezik eqy dket dsszekotd Hy
homotdpia, mely minden t-re ekvivaridns.

2. Legyen most X egqy olyan szimplicidlis komplexus, melynek A részkomplexusa, legyen az o szimplicidlis in-
volucié X-en fizpontmentes és legyen A egy invaridns altér (azaz a(A) C A). Legyen tovdbbd g: X — Y
ekvivaridns leképezés, melynek A-ra vett megszoritisa ekvivariansan homotop eqy f: A — Y leképezéssel.
Ekkor g ekvivaridnsan homotdp egy olyan leképezéssel, mely A-n megegyezik f-fel.

Bizonyitds. Mindkét allitas konnyen belathatd a leképezések szimplexr6l szimplexre torténd kiterjesztésével.
(Elgszor a 0-dimenzios szimplexekre, majd az 1-dimenzidsakra s igy tovabb az egyre nagyobb dimenzids szimp-
lexekre. Az involuciénal az egymasnak megfelelg szimplexekre egyidejiileg terjesztjiik ki a leképezést, ligyelve
arra, hogy mindig ekvivarians leképezést kapjunk.) O

Alkalmazva a15.4.3[lemma elsé pontjat (A = S¥=1 Y = S* szereposztassal) azt kapjuk, hogy egy tetszéleges
paratlan S* — S* leképezés megszoritdsa az egyenlitére ekvivaridnsan homotép az identitds megszoritdsaval.
Majd a masodik pontot (X = S*-val) alkalmazva azt kapjuk, hogy ez a homotopia kiterjed a g és egy szép

leképezés kozti homotopiava. Ezzel a[15.4.2) lemma bizonyitasat befejeztiik. g
Ezzel a[15.4.1| tételt is bebizonyitottuk. O
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15.4.1. A Borsuk-Ulam tétel alkalmazasai

15.4.4. tétel (Sonkasszendvics-tétel). Legyenek Ay, Ao, ..., A, dsszefiiggd korlitos nemiires nyilt halmazok
R™-ben. Ekkor létezik olyan H hipersik, mely mindegyikik térfogatdt felezi.

Bizonyitds. A bizonyitashoz sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara.

15.4.5. lemma. Legyen A C R™ egy korldtos halmaz, melynek minden v € S*~1 irdnyra merdlegesen pontosan
eqy felezd hipersikja van, az origétdl H(v) eldjeles tdvolsdgra v irdnydba mérve. Ekkor H : S"~1 — R folytonos.

Bizonyitds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy egy v € S™"~! iranyhoz létezik egy v; — ¥ hozza tarté S™~!-beli
sorozat, melyre |H(v) — H(v;)| > € minden j-re. Mivel A korldtos, H is korlatos (|H (v)| < sup {|z||z € A}),
igy a H(v;) értékeknek van konvergens részsorozata. Legyen d = lim;_,., H(v;) ezen részsorozat mentén, ekkor
egyrészt |d — H(D)| > e, masrészt a v-re merdleges, az origotol d elGjeles tavolsagra levs hipersik felezi A-t
(hiszen a féltérhez az A-val vett metszet aranyat hozzarendels fiiggvény folytonos). De akkor v-re merdlegesen
két kiilonbo6z6 felez6 hipersikot is talaltunk, ami ellentmondas. O

Alkalmazzuk most a lemmat az A = A; halmazra, és legyen minden j = 2, ..., n, illetve v € S"~! esetén

_wvol({x € Aj[{z,v) > H(v)}
v (v) = vol(A;)

az A; halmaz azon részének az ardnya, mely az A;-et felez8, v-re meréleges hipersik v felé es¢ térfelében fekszik.
Ekkor a lemma szerint H folytonos, tehat y; is az, és az sszevont y = (yz,...,yn) : S"1 — R"~! fiiggvényre
alkalmazhatjuk a Borsuk-Ulam tételt. Azt kapjuk, hogy valamely v € S"~! esetén y(v) = y(—v), azaz minden
jre y;(v) = y;(—v) = 1 — y;(v), hiszen a —v-re merdleges A;-et felez§ hipersik ugyanaz, mint a v-re meréleges
Aj-et felez6 hipersik, csak a két térfelét felcseréljiik y; kiszamitasanal. Ennek viszont kovetkezménye, hogy

mindegyik y;(v) = %, és a v-re merdleges Aq-et felez6 hipersik mindegyik A;-t felezi. a

15.4.6. megjegyzés. A fenti bizonyitds miikodéséhez elég, ha az egyik A; Osszefiiggd nemiires belsejt, és
mindegyik A; pozitiv és véges térfogati.

15.4.7. tétel. a) Tegyiik fel, hogy az S™ gdmbét lefedi n + 1 zdrt halmaz. Ekkor ezek kézitt van olyan, mely
tartalmaz két dtellenes pontot.

b) Az a) dllitds akkor is igaz, ha n + 1 nyilt halmazzal fedjik le S™-et.

¢) Az a) dllitds akkor is igaz, ha n + 1 olyan halmazzal fedjik le a gombdt, melyek mindegyike vagy nyilt, vagy
zart.

Bizonyitds. a) Legyenek a zart halmazok Fy, Fy, ..., F,11. Legyen f; : S™ — R! a tavolsag F;-t6l. Ezek a
nemnegativ fiiggvények megadnak egy leképezést S™-bol az R"T! pozitiv ortansaba (ahol minden koordinéta
nemnegativ). S6t, ezen leképezés képe része az R" 1! pozitiv ortdnsa hataranak, hiszen minden pontban legalabb
az egyik f; eltiinik. Mivel ez a hatar homeomorf R™-nel, igy lesz egy olyan z € S™, melyre = és —z képe ugyanaz.
Ezen képpontban valamelyik f; eltiinik. Ez azt jelenti, hogy = és —x benne vannak az F; halmazban.

b) Visszavezetjiik az a) esetre. Nevezetesen megmutatjuk, hogy ha Uy, Us, ..., U,11 egy nyilt halmazokkal
valo fedés, akkor létezik egy zart Fi, ..., F,41 halmazokkal valo fedés, melyre F; C U;. Val6ban, konnytd
latni, hogy léteznek olyan V; nyilt halmazok, melyekre V; C U;, de még a Vi, ..., V, 11 halmazok is egy fedését

alkotjék a gémbnek.

Legyen G; = S™ \ U?j‘; U;. Akkor G; C U;. Mivel S™ egy Ty tér, igy létezik olyan Vi nyilt halmaz, mely
tartalmazza Gi-et, és még a lezarasa is része U;-nek. Hasonldéan konstruédljuk meg a Vs, ..., V,,41 halmazokat
is.

¢) Tegyiik fel, hogy a kivalasztott zart halmazok egyike sem tartalmaz atellenes pontokat. Ekkor mindegyik-
nek az dtmérdje kisebb, mint a gomb atmérdje, igy mindegyiknek vehetjiik elegendéen kicsi nyilt kérnyezetét
gy, hogy az atmérdjiik még mindig kisebb legyen a gémb &tmérdjénél; és igy még mindig nem tartalmaz ezek
egyike sem é&tellenes pontpart. De akkor a b) pont szerint az eredeti nyilt halmazok valamelyike kell, hogy
tartalmazzon atellenes pontpart. O
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(a) Boy-feliilet konstrukci6janak kiindulé fazisa (b) Masodik fazis

15.1. abra. Projektiv sik immerzi6ja R3-ban

Mutatunk még egy grafelméleti alkalmazéast a Borsuk-Ulam tételre, illetve annak a fenti atfogalmazasaira.

15.4.8. sejtés (Kneser sejtés). Egy 2n + k elemd halmaz n elemd részhalmazait akdrhogyan is osztjuk k + 1
csoportba, biztosan lesz olyan csoport, melyben van két diszjunkt n elemi részhalmaz.

Ezt el6szor Lovasz Laszlo [L] bizonyitotta be, alabb J.E. Greene [G] nagyon egyszerii bizonyitasat idézziik.

A Kneser-sejtés ekvivalens atfogalmazéasa: Tekintsiik azt a grafot, melynek csicsai a 2n + k elemii halmaz
n elemi részhalmazai. Legyen két csics éllel 6sszekdve pontosan akkor, ha a megfelel n elemt részhalmazok
diszjunktak. (Az igy kapott grafot nevezik Kneser grdfnak).

15.4.9. tétel. A kapott grdaf csicsai nem szinezheték ki k + 1 szinnel gy, hogy egyforma szind csiucsok sose
legyenek dsszekdtve.

Bizonyitds. Helyezziik el a 2n + k pontot az S*T1 gémboén altalanos helyzetben, tehat specilisan egyetlen S*
gébmbon sem lesz k + 1-nél tobb pont. Tegyiik fel, hogy az 1, 2, ..., k + 1 szinekkel kiszineztiik az n elemi
részhalmazokat gy, hogy a diszjunkt részhalmazok szinei mindig kiilonbozdek. Jeloljiik minden z € SF+!
pontra H(x)-szel az x kozépponta nyilt felgémbot (vagyis a gémb azon pontjainak halmazat, melyek a-hez
koézelebb vannak, mint —z-hez).

Legyen az U; nyilt halmaz mindazon 2 pontok halmaza, melyekre a H(z) nyilt félgémb tartalmaz 4 szini
pont-n-est. Vegyiik észre, hogy ha a szinezés ,,j6” volt, (azaz a diszjunkt pont-n-eseknek megfelels csicsok
kiilonb6z6 szintek), akkor U; nem tartalmazhat egyetlen {x, —z} part sem, hiszen akkor a H(x) és a H(—x)
felgdmb is tartalmazna i szind pont-n-est, marpedig ezek nyilvan diszjunktak, mivel H(x) és H(—x) diszjunktak.
Akkor viszont az F' = S¥*1\ UU; halmaz kell, hogy tartalmazzon egy {z, —x} part. De mit is jelent ez? Ha
x ¢ UU; , akkor H(x)-ben nincs egyetlen pont-n-es sem (hiszen minden pont-n-est kiszineztiink). Tehat H(x)-
ben legfeljebb n — 1 pont van. Ugyanigy H(—x)-ben is csak legfeljebb n — 1 pont lehet, ha —x € F. De akkor
a H(z)-et és H(—x)-et elvalaszté S* gémbon legalabb 2n + k — 2(n — 1) = k + 2 pont van, ellentmondésban a
pontok altalanos helyzetével. O

15.4.2. Projektiv sik R3-ban

David Hilbert a XX. szazad egyik legnagyobb matematikusa volt, aki egy Werner Boy nevi doktoranduszanak
adta azt a kutatasi témat, hogy bizonyitsa be, hogy a projektiv siknak nem létezik immerzi6éja R>3-ba. Azonban
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Boy nem tisztelte a tekintélyt, és konstrualt egy immerzot RP2-bsl R3-ba. Ezen konstrukcié 1épéseit mutatja
a[l5.dalés a abra.

A abra a Mobius-szalag R3-ba mend egy immerzidjanak a képét dbrazolja. Ennek kettéspont-halmaza
3 darab egymésra meréleges rovid szakaszbdl all, melyek egy pontban, az egyetlen haromszoros pontban metszik
egymast.

A abra lényegében ugyanez, csak a haromszoros pont kozelében lathaté harom darab kis negyedkort
kihiztuk annyira, hogy kitoltsék a abran lathato ,Jukakat". A kapott feliilet hatarolé gorbéje (a piros
zért gorbe) deformélhato gy, hogy illeszkedjen egy, az egész abrat magaba foglalo S? gémbfeliiletre, valamint
a gorbe altal surolt feliilet egy beagyazott hengerfeliilet legyen. Az igy kapott, az S2-n fekvs zart gérbe az
52 gombfeliiletet két, a korlappal homeomorf tartomanyra osztja. Valasszuk ki ezen tartoméanyok barmelyikét,
és nevezzilk D-nek. Tekintsiik a abran lathato immertalt Mobius-szalagnak, a hatérol6 piros gorbe
deformacioja soran strolt hengerfeliiletnek és a D tartomanynak az uni6jat. Ezzel az RP? projektiv sik egy
olyan leképezésének kapjuk a képét, mely majdnem immerzi6. Csak a D tartomany hataran lesz ,torés" D és a
henger csatlakozasanal. De konnyen lathato modon ez a feliilet itt is kisimithato, és végiil egy immerzid képét
nyerjiik.

15.4.10. megjegyzés. A kapott feliiletet Boy-feliiletnek hivjak. Be lehet latni, hogy RP2-nek nem létezik olyan
immerzi6éja R3-ba, melynek nincs haromszoros pontja. RP? minden immerzéja R3-ba reguldrisan homotop vagy
a Boy-feliilettel, vagy annak egy sikra vett tiikérképével.

15.5. Feladatok

1. Lassuk be, hogy S™-en nem létezik paros sehol sem nulla érinté vektormezs. (Egy vektormezd péros, ha
az atellenes pontokban ugyanaz a vektormezd értéke.)

2. Bizonyitsuk be, hogy a paratlan dimenziés projektiv terek mind peremei kompakt peremes sokasdgoknak.
3. Szamitsuk ki az f: St — ST leképezés fokat, ahol f(z2) = 2 (és |z = 1).

4. Legyen f: SU(n) — SU(n) a kobre emel6 leképezés, azaz minden g € SU(n)-re legyen f(g9) = ¢°.

Hatarozzuk meg f fokat.
5. Igazoljuk, hogy a g o f kompozici6 foka a deg f - deg g szorzattal egyenld.

6. Lassuk be, hogy a fokszidm egy csoportizomorfizmust ad meg 71 (S*) és Z kozott.
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